UTLN - L3 Maths - Contréle Continu

Exercice 1. Soit X un ensemble de cardinal infini. On suppose qu’on a une partition dénombrable
{Aj}jen de X. Soit P(N) I'ensemble de toutes les parties de N.
On considere I’ensemble

U 4 ] Jerm)y u {0}
JjeJ
(1) Montrer que F est une tribu.
Réponse : On montre les trois propriétés qui caractérisent une tribu :
a) On a par définition de F : ) € F
b) Soit A € F. Alors, il existe J € P(N) tel que A = UjesA;. On a donc A° = Ujen s4; et
donc A° € F car N\ J € P(N).

¢) Soit (Bg)ken une suite déléments de F. Alors, il existe une suite (Jx)geny d’éléments de
P(N) telle que pour tout k € N, By, = Ujc s, A;. Donc

UBi=U et = J 4

keN keN J€(UrJk)

avec Uy Jj, € P(N) car réunion d’ensembles de P(N). D’ott ey B € F

Les trois propriétés a), b) et ¢) montrent que F est une tribu.

(2) Montrer que c’est la plus petite tribu contenant tous les A;.

Réponse : Soit F' une tribu contenant tous les A;. Soit A; := UjcsA4; un élément quelconque
de F. Comme F’ contient tous les A; elle contient en particulier UjcyA; = A;. Donc, tout
élément de F est dans F'. Conclusion F est incluse dans n’importe quelle tribu qui contient
tous les A;. Comme de plus, par définition, F contient tous les A;, elle est la plus petite tribu
contenant tous les A;.

Exercice 2. Soit (R,.A, ;1) un espace mesuré et soit f : R — Ry une fonction positive, p-mesurable
et d’intégrale par rapport a pu finie.
On définit Papplication v : A — R par

- / F @)1 (x)dp(z)
R

ou 14(x) est la fonction indicatrice de A qui vaut 1 si z est dans A et qui vaut 0 sinon. Montrer que
v est une mesure sur (R, A).

Réponse : On a les propriétés suivantes :

a) Pour tout ensemble A € A, puisque f est positive et que 14 est positive, alors v(A) est positive.
De plus, pour tout A € A, on a par positivité de f et par définition de 14, 0 < f(z)1a(z) < f(x)

pour tout x € R. Donc
A = [ Hea@in) < [ f@aua

par hypotheése sur f. On a donc montré que f est une application & valeur dans [0, +o0] (et méme

dans [0, +00]).
b) On a
o) = [ Faa@inte) = [ 0dute) 0.



c) Enfin, Pour toute suite (Ax)ren d’éléments de A telle que A; N A; = 0 pour tous i # j, on a
v <UAk> = Af(x)kukAk)(x)du(w)
k

= / f(x) (Z 14, (m)) du(z) carles Ay deux a deux disjoints
R k

= /]R (Z f(x)la, (:E)) du(z) par distribution
k

=Y [ fta @)due)
o JR
par intervertion de > et [ toujours valable pour des fonctions positives mesurables

= (4.
k

Par a), b) et c), on a montré que v était une mesure.

Exercice 3. Soit la suite de fonctions (f,)nen définies sur 'intervalle [0, 2] par

1
fn() =
n
O
Déterminer, en utilisant un théoréeme de convergence

lim x)dx
n—-+o00 [072} fn( )

Réponse : On vérifie que la suite de fonctions (fy,)nen vérifie les hypothese du théoréeme de conver-

gence dominée.

a) Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur R et donc Lebesgue-mesurable.

b) Soit la fonction g définie sur [0, 2] par

e " sixe[0,1]
glx)=¢ (1+e*) ! siz=1
0 si 2 €)1, 2]

Comme lim,,_,o 2™ vaut 0 si z € [0, 1], vaut 1 si z = 1 et vaut +oo si z €]1,2], alors on a pour tout
x € [0,2]
lim f,(x)=g(x)

n—oo
i.e., (fn)nen converge simplement vers g.
c) Pour tout n € N, on a |f,(z)| < e * sur [0,2], et e~ est intégrable sur [0, 2].
Par a), b) et c), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, donc

lim fn(x)dx:/ g(z)dz,
n—=o0 J{0,2] [0,2]

/ g(x)dz = / e Tdr=1—e1,
[0,2] [0,1]

ou on a utilisé dans la premiere égalité que la valeur de g au seul point £ = 1 ne change pas la valeur
de Vintégrale et o‘dans la derniere égalité on a utilisé que l'intégrale de Riemann et l'intégrale de
Lebesgue coincident sur des intervalles compacts pour des fonctions positives continues. On a donc
montré

et le calcul donne

lim fo(z)de =1—e L.
n—4o00 [072} ( )



