L1 MASS - M11 (2007-08)

’ IX. Fonctions continues et limités.

Exercice 18. Soit f une application de R dans R satisfaisant
(1) Ve eR, f(2z)+ f(z)=0.

Montrer que si f est continue en 0, alors f est la fonction nulle.

Réponse.

o. L’égalité (1) implique, pour x = 0, f(0) 4+ f(0) = 0, donc

(2) f(0)=0.

o. L’égalité(1) s’écrit aussi pour tout « € R, f(x) = —f(x/2), ce qui implique en réitérant
cette égalité que pour tout x € R et pour tout n € N on a

f@) ==f(2/2) = f(z/4) = --- = (=1)" f(2/2") .

Donc, pour tout z € R
f) = lim (~1)"f(2/2") = lim (~1)"£(0) =0

ou on a utilisé d’apres la continuité de f en 0 que lim, o f(2/2") = lim,_o f(y) = f(0),
puis on a utilisé 1’égalité (2). O
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