L1 MASS - M11 (2007-08)

’ X. Fonctions dérivables et développements limités.

Exercice 25. Soit f une application de R dans R. On suppose que f est deux fois dérivable
et f” est continue en tout point de R. Soit g 'application de R\ {0} dans R définie par:
f(z)— f(0) —=x
N CEOETS
az
1) Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 (le prolongement sera encore noté g).

2) Montrer que g est dérivable en tout point de R.
3) Montrer que ¢’ est continue en tout point de R.

Réponse.
(1) On commence par écrire
f(z) = f(0)
=———1.
9(x) po

On a donc, par définition de la dérivée de f en O:

: S fo)

Img(e) =l == — ~1=/0) -1

(inutile ici de distinguer limite & droite et limitea gauche) On prolonge donc par continuité
en 0 la fonction g en posant
9(0) = f'(0)—1.
9 Exercice 27. Calculer le développement limité a l'ordre 4 en
cosinus.

5 puis en 7 de la fonction
Réponse. On peut utiliser plusieurs méthodes, selon, par exemple, que ’on suppose connu

ou pas le développement limité de sinus et cosinus en 0 a l'ordre 4.

e Si on connait les développements en ug = 0 suivants:

cosu=1-— %3 + ute(u)
4
sinu=u—% + 4 +u'e(u) ,

on écrit, pour déterminer le développement limité en xo = 7 de cosinus:

cosx = cos((x — g) + g) = cos(z — g) cos(g) —sin(z — g) sin(g)

) T
= —sin(z 2)
[ot1 on a utilisé cos(a + b) = cosacosb —sinasinb, cos(3) =0 et sin(F) =1].
Comme ug — 5 = 0, on utilise le développement limité de sinus en 0 en remplagant u par
x — 5. On obtient ainsi le développement limité en xo = 7 & l'ordre 4 suivant:

T T x—I)3 T T
cose = —sinfe— 3 =~ (1= 5~ E w0 - Ty D))
—(z—f)+L_%)3 F(@—Z)e(x—2)
2 6 2 2

On procede de fagon identique pour calculer le d.1. de cosinus en 7:
T

cosx = cos((x — z) + E) = cos(x — E) cos(z) — sin(x — Z) sin(z)

4 4 4 4
= ? (cos(:v - %) — sin(z — %))
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e Si on ne suppose pas connu les d.l. en 0 de sinus et cosinus, on effectue le calcul a ’aide
de la formule de Taylor. On a cos(w/2) = 0, cos’(7/2) = —sin(7w/2) = —1, cos”(7/2) =
—cos(1/2) = 0, cos® (n/2) = sin(r/2) = 1, cos™ (7/2) = cos(r/2) = 0. Donc, le d.1. en
2o = m/2 a lordre 4 de cosinus est

(z—35)? (z—35)° (z—3)" 4
cost =0+ (=1)(z - 5) + 05~ +1—2= + 0572+ (v — 5)%(z — 3)
x—%)3 T T
— (- + 2 (- I)le(x - D).
On retrouve bien le résultat précédent.
Le calcul du d.l. de cosinus & 'ordre 4 en 7 /4 4 1’aide de la formule de Taylor est similaire.



