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Chaque exercice de ce fascicule est marqué d’'un symbole:

e Le symbole © mentionne les exercices fondamentaux que chaque étudiant doit
avoir préparé avant la correction qui sera effectuée dans la séance de TD.

e Le symbole & est utilisé pour les exercices complémentaires, & préparer par
I’étudiant, et dont certains seront corrigés en TD.

e Le symbole # accompagne les exercices d’entrainement pour lesquels, en cas de
difficulté a les résoudre, ’étudiant peut demander des indications aupres de son
responsable de TD, ou de I'un des membres de I’équipe pédagogique.



1. Révisions: Espaces vectoriels; applications linéaires.

Exercice 1. © Soient
a=(3,2,1,4); b=(2,2,2,6); c=(4,2,0,2); d=(-1,0,1,2)); e = (0,3,2,1)
et soient
E le sous-espace vectoriel de R* engendré par a, b, c,d,e (E = Vect({a,b,c,d, e})).
F le sous-espace vectoriel de R* engendré par a,b,c (F = Vect({a,b,c})).

G le sous-espace vectoriel de R* engendré par d,e (G = Vect({d,e})).
Quelles sont les dimensions de £, F, G, F + G, FNG?

Exercice 2. & Soit E l'espace vectoriel des applications de R dans R. Soient F = {h €
E | hest paire } et G ={h € E | h est impaire }.

i) Soit h € E. Montrer que f(x) = h(z) + h(—x) est paire. De fagon similaire, construire
une fonction impaire & partir de h.

ii) Montrer, en utilisant i), que E = F & G.

Exercice 3. O Les sous-espaces vectoriels suivants de R3 sont-ils en somme directe ?
Fy = {1‘1 = —33‘2} et G = {(,Cl + x9 — 213 = 0}

d’une part, et
Fy={x; = —x9} et Gy = {21 = 0,20 — 23 =0}
d’autre part.

Exercice 4. & Montrer que les sous-espaces vectoriels de R* engendrés par
a=(1,-2,0,3), b=(3,-1,1,0) et ¢=(-2,-1,-1,3)
d’une part, et
d=(7,1,3,-6), e=(-2,—-1,—-1,3)
d’autre part, sont identiques. Indiquer une base de ce sous-espace et la compléter de maniere
& obtenir une base de R*.

Exercice 5. # Soit n € N* et soit E = R,[X] lespace vectoriel des polynomes de degré
inférieur ou égal a n. On considere la famille

B=(LX,X(X-1),....X(X-1)(X -2)...(X —n+1))

Montrer que B est une base de E.

Exercice 6. ©
i) Montrer que la famille A = {z > ¢** : @ € R} est libre dans E = F(R;R), 'ensemble des
applications de R dans R.

ii) Montrer que la fonction z — e~ nlest pas dans Vect(A). (Etudier la décroissance a
linfini.)

Exercice 7. & Montrer que les familles A= {z— |z —a|:a € R} et B={z— (z —a); :

a € R} sont libres dans £ = F(R;R). (Etudier par exemple la dérivabilité de Z Aklz — agl.)
k=0

Exercice 8. © Soient A, B et C trois sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E tels que
BcC, ANB=ANC, et A+ B=A+C.
Montrer que B = C.



Exercice 9. © Soient les fonctions f; et fo définies sur R par
fi(z) =e** et fo(x) = ve®®

Soit E = {afi + Bf2} | (o, B) € R?}.
i) Démontrer que E est un espace vectoriel sur R.
ii) Démontrer que (f1, f2) est une base de E.
iii) Soit ¢ définie par
F - FE
P foe f
Démontrer que ¢ est un endomorphisme de E et donner la matrice A de ¢ dans la base (f1, f2).
iv) Calculer A™ pour n € N.
v) Application: Calculer la dérivée n-iéme de la fonction f3: z +— (3x + 1)e?*.
Remarque: On peut aussi répondre a cette question en effectuant un calcul direct.

Exercice 10. © Soit R3[X] Pespace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré
inférieur ou égal a 3.

i) Montrer que (X, X — 1, X2 +1,2X? — 3X + 1) n’est pas une famille libre.

ii) Montrer que (X, X — 1, X?) est une famille libre.

iii) Montrer que (1, X, X% —1,(X? — 1)(X + 1)) est une base de R3[X].

iv) On définit les applications g et r de la fagon suivante: Pour tout polynéme P, ¢(P) est le
quotient de la division euclidienne de P par X2 —1, et 7(P) est le reste de la division euclidienne
de P par X2 — 1. Montrer que ¢ et r sont des applications linéaires de R3[X] dans R3[X].

v) Donner des bases de 'image et du noyau pour ¢ et pour r.

Exercice 11. & Soit E = K[X] l'espace vectoriel des polynémes sur K. Soit A € E tel que
deg(A) =n+1 (n € N*).
i) Montrer que
F={PA|PeEFE}

est un sous-espace vectoriel de F.
ii) Soit G = K,[X] 'ensemble des polynémes de E de degré inférieur ou égal & n. Montrer
que G est un sous-espace vectoriel de E. Quelle est la dimension de G? Montrer que F®G = F.
iii) Soit
E—FE
I P — R = le reste de la division euclidienne de P par A

Montrer que f est une application linéaire. Donner Imf et Kerf. Montrer que f est un
projecteur.

Exercice 12. Q Soit ’endomorphisme f : R3 — R? représenté dans la base canonique B =
(e1,€e2,e3) de R? par la matrice

2 0 0
A=11 3 -1
11 1

i) Montrer que B’ = (e}, €5, e4) = (ea + e3,e1 + e3,e1 + e2) est une base de R3. Calculer la
matrice A de f dans la base B'.

ii) Calculer en fonction de n € N* les coefficients de la matrice A”. En déduire 1’expression
de A™.

iii) On considere les suites réelles (z,,)nen, (Yn)nen €t (2n)nen définies par

$n+1:2mn
ro=yo=2=1 et VYneN, Yn+1 = Tp, + 3Yn — 2n
Zn+1 :anrynJan

Calculer ., y, et z, en fonction de n.



-1 1 1

Exercice 13. # Soient A = -1 -1 0 et f I’endomorphisme de R? dont A est la
1 0 -1
matrice dans la base canonique.
fluz) = —us
i) Trouver trois éléments non nuls uy, ue, ug de R3 tels que fluz) = wusz—us
flur) = up—wm
-1 0 o0
ii) Démontrer que A est semblable & B = 1 -1 0
0 1 -1

iii) Ecrire B sous la forme B = By + By avec B1By = By By. En déduire A™ pour n € N*.

Exercice 14. O Pour chacune des matrices A; (i = 1,2, 3,4), déterminer le noyau et I'image
de l'application linéaire u; canoniquement associé a A; dans les cas suivants:

-1 1 1 1 1 1
A= 3 =2 -4 | a4=|111
-2 1 3 1 1 1
A
Ay = A=11 01
0 -1 0 -1 11 0
-1 0 —1 0
Exercice 15. # Pour tout élément (a,b, c) de R3, on note

a+c b —c

M(a,b,c) = b a+2 b

—c -b a+c

Soit E = {M(a,b,c) | (a,b,c) € R3}. On pose I = M(1,0,0), J = M(0,1,0), K = M(0,0,1).
i) Démontrer que E est un espace vectoriel sur R; quelle est sa dimension?
ii) Démontrer que E est une algebre commutative sur R.
iii) Démontrer que E n’est pas integre, c’est & dire qu’il existe deux matrices non nulles A
et B de E telles que AB = 0.

Exercice 16. & Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R?
est

1 2 1
A=1 0 1 -1
1 2 0

i) Soient les vecteurs
uw=(1,0,1); v=(2,1,2); w=(1,-1,0)

Démontrer que (u,v,w) est une base de R3.
i) Quelle est la matrice de f dans la base (u,v,w)?

Exercice 17. O F étant un espace vectoriel et f un endomorphisme de F, on dit que f est un
projecteur si fo f = f.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F tels que F = F @ G. On définit les
applications p et ¢ par:
E=FoeG — FE
r=y+z =Y.

E=FoG — FE
r=y+z — oz,

p:

i) Montrer que p et ¢ sont des applications linéaires. Donner Im p, Ker p, Im ¢ et Kerg.



ii) Etablir les propriétés suivantes:
pop=p, qoq=gq, poq=qop=0, p+qg=Idg
En particulier, ceci démontre que p et ¢ sont des projecteurs. On dit que p est le projecteur

sur F' parallelement a G et q est le projecteur sur @) parallelement a F'.
iii) Réciproquement, montrer que si p est un projecteur on a

E =1Im(p) & Ker(p)

iv) Si E est de dimension finie n, montrer qu’il existe une base B(E) de E dans laquelle la
matrice A = Mat(p, B(E)) de p dans la base B(E) est une matrice diagonale de la forme

I 0
()

Exercice 18. & Soit n un élément de N*; soit u un endomorphisme de R™ tel que u? # 0 et
u® = 0. (Rappel: u™ signifie ici uowuo...owu, n fois).

i) Démontrer qu’il existe un élément x de R™ tel que la famille (z, u(x), u?(z)) soit une famille
libre.

ii) En déduire que n > 3.

iii) On suppose que n = 3; quelle est la matrice de u dans la base (x, u(x),u?(x))? Déterminer
Imwu et Keru.

ou I, est la matrice unité d’ordre r.

Exercice 19. & Soient E un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
On note Ny = Ker(f*) et I, = Im(f*), ot f¥* = fo fo...of, k fois.

Ny C Niy1

I C I

ii) Montrer que s'il existe kg tel que Iy, = I,+1, alors pour tout p € N, on a Iy, = I 4p-
iii) Montrer qu’il existe toujours un tel entier k.

i) Montrer que pour tout & € N on a

Exercice 20. # Soient f et g deux endomorphismes de E, K-e.v. de dimension finie. On note
par g|f(g) la restriction de g au sous-espace vectoriel f(E).

i) Déterminer Im (g|¢(g)) et Ker (g]7s))-

ii) Démontrer que

dimImf — dimIm(g o f) = dim(Imf N Kerg)

Exercice 21. & Soient F; et F5 deux sous-espaces vectoriels de R™ (n € N*). Montrer que les
deux assertions suivantes sont équivalentes:

i) Il existe un endomorphisme f de R™ tel que Imf = E; et Kerf = Es.

ii) dim(Eq) + dim(E2) = n.

Exercice 22. O Soient F un espace vectoriel de dimension finie et E’ un sous-espace vectoriel
de E. Soient F un espace vectoriel et F’ un sous-espace vectoriel de F. On considére une
application linéaire f de E vers F. Montrer

i) dim(f(£")) = dim B’ — dim(Kerf N E).

i) dim(f~1(F")) = dim(Imf N F’) + dim(E) — rg(f).

Exercice 23. &

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n (n € N*). Soit f un endomorphisme de E
tel que fo f = —Idg, ou Idg est 'application identité de E. Soient 1, 2 ..., x, des éléments
de lespace vectoriel E pour lesquels la famille (z1, z2, ..., zp, f(21), f(22), ..., f(zp_1)) est
libre.

i) Démontrer que la famille (1, 2, ..., p, f(z1), f(x2), ..., f(zp)) est libre.

ii) Démontrer par récurrence que si p est un entier tel que 2 < 2p < n+1, il existe p éléments
z1, Ty ..., Tp de E tels que (1, T2, ..., Tp, f(z1), f(x2), ..., f(zp)) soit une famille libre.

iii) Que peut-on conclure sur la parité de n?

iv) On suppose n = 4; écrire la matrice de f dans une base de la forme (x1,z2, f(x1), f(x2)).



2. Formes linéaires (Espace dual, orthogonal, base duale)

Exercice 24. © Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. On désigne par A et B des
parties de F. Etablir successivement les propriétés suivantes

i)Ac B= Bt c AL

iii) (VectA)t = A+ (A #0).

iv) (A4)t =VectA (A #0).

v) (AUB)t = At N B+

Exercice 25. O Soient E un K-espace vectoriel et F'; G deux sous-espaces vectoriels de E.
i) Démontrer que (F + G)* = F-nG*.
ii) Démontrer que (FNG)*+ D F+ 4+ G+,
iii) Supposons que E est de dimension finie. Démontrer que ’on a

(FNG)* =F+ 4+ G+

et aussi
E=FeG&E =FraoGh

Exercice 26. & Soit E (respectivement F') un K-espace vectoriel de dimension n (respec-
tivement de dimension m), muni de la base B = (e;)1<;j<n (respectivement muni de la base
C = (fi)i<i<m). Pour (i,7) € {1,...,m} x {1,...,n}, on définit I'application linéaire u;; de E
dans F' par
uij(ex) = 6jk fi
ol ;3 est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si k = j et qui vaut 0 si k # j.
i) Montrer que D = {u;;, 1 < i < m,1 < j < m} est une base du K-espace vectoriel
Lk (E, F) (espace vectoriel des applications linéaires de F dans F'). En déduire
ii) Montrer que le K-espace vectoriel Lx(E, F') et Pespace vectoriel des matrices M., ,, (K)
sont isomorphes.
iii) Etudier les cas particuliers suivants
o =K.
o FF=K.

Exercice 27. O Soit F I’espace vectoriel réel des applications de classe C' (continues & dérivées
continues) de [—1,1] dans R: E = C!([-1,1], R). Parmi les applications de E dans R suivantes,
quelles sont celles qui sont linéaires?

fr=f(); f=f)+1 [ 1(0);
fe (J;’(O))Q; fe |f1(1)|; f=10)+ lJf(l)I,
fo o f@dz fo [o(f'(@)2dey fe )+ [y fz)de

Exercice 28. © On considere £ = R?® muni de la base canonique C3 = (ey,ez,e3). Les
coordonnées d’un vecteur x dans la base C3 sont notées x1, zo, x3:

r = (x1,T2,73) = T1€1 + T2€2 + T3€3
On considere les applications f1, fs et f3 de F dans R définies par

fi(x) =z + xo
fz(m) =T — T2
f3(r) =1 + 22 — 23

i) Montrer que f1, f2 et f3 sont des éléments de E*.



ii) Quelles sont les coordonnées de fi, fa2 et f3 dans la base duale C5 de la base canonique
de E7?

iii) La famille (f1, f2, f3) est-elle une base de E*?

iv) Si oui, on notera (fi, f2, f3) = B*. De quelle base B de F, B* est-elle la base duale? (on
dit que B est la base préduale de B*, ou plus simplement la base duale de B*).

Exercice 29. © On considere E = Ry[x] Pespace vectoriel réel des fonctions polynomiales de
degré inférieur ou égal & 2, muni de sa base canonique B = (ey, e, e3) = (1,2, 22).
Soient f1, f2, f3 les applications de E dans R définies par

f(P)=P(0), fa(P)=P(0)+ P'(0), [fs5(P)=P"(0)

Répondre aux mémes questions que dans l'exercice 28.

Exercice 30. & Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n (n € N*). Soient B, C deux
bases de F et B*, C* les bases duales respectives de B, C. On note

P = (pij)i<ij<n = Matp_.c € GL,(K)
la matrice de passage de B vers C et
Q = (gij)1<ij<n = Matp« ¢+ € GL,(K)
la matrice de passage de B* vers C*.
Montrer que
Q _ tP—l
(*P~1 est la matrice transposée de P~1. C’est aussi I'inverse de la matrice transposée de P.)

Ezemples: (Pour résoudre les questions suivantes, on pourra utiliser le résultat précédent et la
base canonique des espaces considérés)

a) Montrer que les vecteurs v; = (2,1,4), va = (3,2,3) et v3 = (—1,—1,2) de R3 forment
une base et en déterminer la base duale.

b) Montrer que les formes linéaires

fl(xay7z):x+2y+z7 f2(xayaz):2x+3y+3z7 f3($)=31‘+7y—|—2

forment un base du dual de R?, et trouver la base duale (ou préduale) de cette base.
¢) Soient E = Rg[z] le R-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 3, et
©1, P2, 3, P4 les formes linéaires sur E définies par

VP EE, @i(P)=P(0), ¢a(P)=P(), ¢s(P)=P"(0), @u(P)=P"(1)

Vérifier que (¢1, @2, @3, ©4) est une base duale de E* et en déterminer sa base duale.

Exercice 31. © Soient F un K-espace vectoriel et ¢ € E* non nulle.

i) Montrer que ¢ est surjective.

ii) On suppose désormais E de dimension finie n. Quelle est la dimension de H = Kery. Un
tel sous-espace H est appelé hyperplan de F et on dit que “p(z) = 0” est une équation de H.

iii) Réciproquement, on se donne un sous-espace vectoriel H de E de dimension (n — 1).
Démontrer qu’il existe ¢ € E* non nulle telle que H = Kergp = {x € E | ¢(x) = 0}. Quel est
I’ensemble des équations d’un tel sous-espace vectoriel.

Exercice 32. Q Former les équations du sous-espace vectoriel F' de R* engendré par les vecteurs
u=(1,2,0,1) et v=(1,-1,2,0) (F = Vect(u,v)).

Exercice 33. O Soit E = R3. Déterminer I'orthogonal du sous-espace vectoriel F' de E dans
les cas suivants

i) F est le plan vectoriel d’équation 2z + 3y — z = 0.

ii) F est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,—1,1).
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Exercice 34. & On désigne par E le R-espace vectoriel R*. Soit F le sous-espace vectoriel
engendré par (uj,us,us), on u; = (1,1,0,2), ug = (1,0,2,1), et ug = (1,2, -2, 3).

i) Déterminer la dimension de F et en donner une base.

ii) Déterminer F*, le sous-espace vectoriel orthogonal de F, et en donner une base.

iii) Donner un systéme d’équations de F.

Exercice 35. & Dans E = R*, on consideére le sous-espace vectoriel F' engendré par (1,1,1,1),
(-1,1,-2,2), (—1,5,—4,8), (—3,1,-5,3).

i) Quelle est la dimension de F?

ii) Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel F/ = F+ de E*?

iii) Montrer que l'image de V = (z,y, z,t) € E par toute forme linéaire f € F’ peut s’écrire

f(V) = dax + 4by — (3a + b)z — (a + 3b)t

En déduire deux formes linéaires f; et fo constituant une base de F’. Trouver les composantes
de f1 et fo dans la base de E*, duale de la base canonique de F.

Exercice 36. O Pour n € N*, soit E = M, (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n. Pour A = (a;;)1<i,j<n € E, on définit la trace de A, notée tr(A), par

n
tr(A) = Z ai; (somme des éléments diagonaux de A)
i=1

i) Montrer que 'application
F—-K
A — tr(A)
est une forme linéaire sur E. Vérifier que tr est non nulle et donner la dimension de Ker(tr).
i) Quelles sont les composantes de tr dans la base duale de la base canonique de E?
iii) Soit p € N*. Montrer que
VA e M, ,(K), VB € M, ,(K), ona tr(AB)=tr(BA)

iv) Déduire que VA € M,,(K), VP € GL,(K), tr(P~1AP) = tr(A). (GL,(K) est 'ensemble
des matrices inversibles de M,,(K)).

tr:

Exercice 37. & Polynomes d’interpolation de Lagrange

Soient n € N*| zg,21,...,z, € R deux & deux distincts. Pour chaque ¢ dans {0,1,...,n},
notons
T —x;
A\ —
0<j<n, j#i
i) Quelle est la dimension de l'espace vectoriel E = R, [z] des fonctions polynomiales réelles
de degré inférieur ou égal & n? Montrer que B = (Lg, L1, ..., L,) est une base de E.

ii) Soit P € E. Quelles sont les coordonnées de P dans la base B?

iii) Déterminer la base duale B* de la base B.

iv) Soit ¢ € E*. Quelles sont les coordonées de ¢ dans la base B*?
Applications:

a) Soit une application f de R dans R. Montrer qu’il existe un élément P de E, et un seul,
tel que

ViE{O,l,...,n}, P(:El):f(flfl)
b) Montrer qu’il existe un élément (\g, A1, ..., \,) € R**! unique tel que

1 n
VP € F, / P(z)dz = > AP(x;).
0 i=0
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3. Formes bilinéaires, formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques.

Exercice 38. ©
i) Les formes suivantes sont-elles bilinéaires?

.f.WxR%aR
C((yy); (@) = xx’ gy
R? x R2 - R

.g:

((@,y); (@',y) = 2?2’ +yy'
ii) Trouver la matrice A de f dans la base canonique C de R2.
iii) Soit B = ((1,0); (1,1)) une autre base de R%. Donner la matrice de f par deux méthodes.

iv) Les bases C et B sont-elles des bases orthonormales pour f7
v) Soit F' = Vect{(1,1)}. Déterminer

{x eR? | Vy € F, f(z,y) = 0}

vi) Trouver la forme quadratique ¢ associée & f. Puis, & partir de g, retrouver f.

Exercice 39. © Soient a,b deux nombres réels tels que a < b et soit E = C([a, b]; R) V'espace
vectoriel réel des applications continues de [a,b] dans R. On considére 'application

ExFE—>R
(f.9) = @(f.9) = [P(f()g(t)dt

Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique positive, non dégénérée sur E.

Exercice 40. © Soient (n,p) € N* x N* et £ = M,, ,(R) le R-espace vectoriel des matrices &
n lignes et p colonnes. On considere 'application

ExE—R
77 (A,B) > ¢(A, B) = tr('A B)

ou “tr” désigne I'application trace définie dans ’exercice 36.

i) Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie sur E.

ii) Quelle est la forme quadratique g associée a ¢? Pour A € E, exprimer ¢(A) a l'aide des
coefficients de A.

iii) On suppose ici n = p = 2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de E.

Exercice 41. O Soient F un R-espace vectoriel, ¢ une forme bilinéaire sur F, f, g deux
éléments de L(E) (espace des endomorphismes de E) et 6 'application

ExE >R
(z,y) = 0(z,y) = o(f(z),9(v))

i) Montrer que 6 est une forme bilinéaire sur £
ii) On suppose dans cette question que f = g.

e Montrer que si ¢ est symétrique, alors 0 1’est aussi.
e On suppose 0 symétrique. Donner une condition suffisante sur f pour que ¢ soit
symétrique.

Exercice 42. & Soient £ un R-espace vectoriel

i) Soit  une forme bilinéaire sur E. Montrer qu’il existe un couple (¢s, ¢,) unique de formes
bilinéaires sur E tel que p; est symétrique, ¢, est antisymétrique et ¢ = ps+ ¢, (on explicitera
@s(z,y) et @a(z,y) & laide de o(z,y)).

On dit que ¢, (respectivement ¢, ) est la partie symétrique (respectivement antisymétrique)
de ¢.
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) Application. Soient 0; et 6y deux formes linéaires sur E. Montrer que

ExE—R
7 (@y) = p(z,y) = 6 (2)02(y)

est une forme bilinéaire sur . Déterminer @, et ¢,

Exercice 43. © Soit E' un R-espace vectoriel, f une forme bilinéaire symétrique sur E et soit

q la forme quadratique associée a f. Etablir les identités suivantes
i) V(z,y) € B, q(z+y) = q(@) + a(y) + 2f (2, y).
i) V(z,y) € E%, q(z +y) —qlz —y) = 4f(z,y).
iii) Identité du parallélogramme: V(x,y) € E?, q(x +y) + q(x — y) = 2q(x) + 2q(y).
iv) Identité de la médiane: q <3342ry> +q <:c ; y) a@) + 5 aly )
) V(z,y,2) € E°, gz +y) +a(y +2) +q(z +2) —qlz +y +2) = q(z) +q(y) + q(2)

Exercice 44. & On considere £ = R? muni de sa base canonique Cy = (e1,e2) et f la forme

bilinéaire sur F définie par

;. ExE — R
C () = (w1, 22), (W1,92)) = f(x,y) = 33w1y1 — 14(21y2 + 22y1) + 62212

i) Ecrire la matrice de f dans la base Co: A = Mat(f;Ca).
ii) On considére les vecteurs suivants dans R2: e} = e1 + 2ey, e, = 2e; + 5ep. Montrer que

B = (¢}, eb) est une base de R?.
iii) Déterminer la matrice de f dans la base B: A’ = Mat(f; B). Donner l'expression de

)
f(x,y) dans la base B.
iv) Donner l'expression de la forme quadratique ¢ associée a f dans les bases Cy et B

Exercice 45. O On considére E = R? muni de sa base canonique C3 = (e1, €2, e3) et f la forme

bilinéaire sur E/ définie par

ExE — R
= f(x,y) = x1y1 + 622y2 + 5623y3 — 2(T1Y2 + T2v1)

I (:my) YY) =
+7(z1ys + x3y1) — 18(w2ys + z3y2)
ot & = (71,2, w3) = Yoy, Tiei et y = (Y1, 2, Y3) = > iy Yi€i-
i) Ecrire la matrice de f dans la base C3: A = Mat(f;Cs)
ii) On considere les vecteurs suivants dans R3: e} = ey, e} = 2e1 + e, €4 = —3e; + 2ea + €3.
Montrer que B = (€}, e, €}) est une base de R3.
= Mat(f,B)? Exprimer f(z,y) dans la

iii) Quelle est la matrice de f dans la base B: A’

base B.
) Donner Pexpression de la forme quadratique ¢ associée & f dans les bases C3 et B

Exercice 46. Q Soient E = Ry[x] l'espace vectoriel réel des fonctions polynomiales de degré
au plus 2 et C3 = (eg, e1, e2) la base canonique de cet espace, définie par e;(z) = 2% (i = 0,1,2).
On considere 'application
ExFE — R
Y
(PQ) — ¢PQ) =[P

dx

i) Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E
ii) Donner la matrice de ¢ dans la base C3: A = Mat(p;C3). Donner l'expression de ¢(P, Q)

a ’aide des coordonnées de P et () dans la base canonique C3. Quel est le rang de ¢?
iii) Soit ¢ la forme quadratique associée & . Donner l'expression de ¢(P) a laide des

coordonnées de P dans la base Cs.
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Exercice 47. & Reprendre I'exercice précédent en remplacant ¢ par 'application 6 définie par

1
0(P,Q) = / P/(2)Q(x)dz.

Exercice 48. # Soit E un K-espace vectoriel et f une forme bilinéaire sur £. On dit que
la forme bilinéaire f est réductible lorsqu’il existe deux formes linéaires 1 et @9 sur E, non
nulles, telles que
V(z,y) € B2, f(z,y) = p1(2)p2(y)-
On suppose dans la suite que E est de dimension finie n. Soit B une base de E. On se
propose de démontrer le résultat suivant:

f est réductible < rg f =1

i) Supposons f réductible. Soit A; (respectivement As) la matrice de ¢; (respectivement
p2) dans la base B:

Ay =Mat(p1; B, (1)), A2 = Mat(ps; B, (1k))

Montrer que
flz,y) ="X"A1 A5,
ol X (respectivement Y') est la matrice colonne de x (respectivement de y) dans la base 5. En
déduire que
rg f=1.
ii) Réciproquement, soit f une forme bilinéaire sur E de rang 1. Donnez la forme de la
matrice de f dans la base B. En déduire que f est réductible.

Exercice 49. © Déterminer le rang et la signature des formes quadratiques suivantes (On
utilisera la méthode de Gauss pour la réduction en carrés).

i) E=TR3et q(z1,72,23) = 23 + 23 + 22179 + 42073 + 271 73.

ii) B =R3 et q(x1, 22, 73) = 1323 + 1023 + 523 — 122973 — 62123 — 421 22.

iii) £ =R3 et q(x1,22,23) = (71 — 22)® + (22 — 23)% + (v3 — 21)°.

iv) E=R3 et q(z) = 2179 + 1223 + 23771

v) E =R et q(x) = 2% + 223 — 322 — 22324 + 2174 + 32122 — T274.

vi) E=R3 et q(z) = 27 + 2% + 2% — 4(z122 + 2223 + x371).

vii) B = R* et q(x) = 27 — 323 — 423 + A3 + 2uz129, avec (A, pu) € R2.

Exercice 50. © Soient E = R? et q(x) = 2% — 23 une forme quadratique sur E.
i) Donner la forme polaire associée a q.
ii) La forme quadratique ¢ est-elle dégénérée?
iii) Soient u = (1,0), v = (1,1) et w = (0,1). Donner {u}*, {v}+, kerq, E*+ et {0g}~.

Exercice 51. & Mémes questions que pour ’exercice 50 avec
i) E=R?et q(z) =2%; u=((1,0), v=(1,1) et w = (0,1).
i) E=C%et g(z) =22 u=(1+1i,i), v=(i,1 —14) et w= (i,i).

Exercice 52. O Soient £ = R3 et q(x) = 2? — 2% une forme quadratique sur E. Soient
w=(1,0,0), v =(1,1,1) et w = (0,1,0).

i) {u,v,w} est-elle une base g-orthogonale de R3?

ii) Donner {u}*, {v}+, {w}t, {u,v}+, {v,w}t, {u,w}t, BL, {0g}t.

iii) La base canonique de R? est-elle g-orthogonale?

Exercice 53. & Mémes questions que pour I'exercice 52 avec E = R? et

q(z) = 2120 + 22,
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Exercice 54. Q Soient E = Ry[X] et Papplication ¢ définie par
E—R

P [ [P/(X)]2dX

i) Montrer que ¢ est une forme quadratique sur E.

ii) Donner sa forme polaire.
iii) La forme quadratique ¢ est-elle dégénérée?

q:

Exercice 55. # Méme questions que dans l’exercice 54 pour E = Ry[X] et

- E—=R
PP

Exercice 56. O Soient E = R? et ¢ la forme bilinéaire sur E définie par

ExE—R

v (z,y) = z1y1 + Tay2 — T3Y3

ou x = (z1, T2, x3) et y = (y1, Y2, Y3)-

Soit ¢ la forme quadratique associée a .

i) Est-ce que ¢ est dégénérée?

ii) Rappeler l'expression générale d’une forme bilinéaire sur F et construire & I’aide de ¢ un
isomorphisme de E sur E*.

iii) Soit

H={xeFE |z =23 et zo =0}

Déterminer H*. A-t-on dim(H) + dim(H*) = 3? A-t-on E = H + H*?

Exercice 57. O Suite de l'exercice 40 avec n = p = 2.

Soit (E;;) la base canonique de E = M3(R). On considére les matrices
1 1
M;; = 3 (Bij + Eji), et N = 3 (Er2 — E21)

Montrer que (M1, M7 2, M2 2, N) est une base p-orthogonale de Ma(R).
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4. Réduction des endomorphismes.

Exercice 58. O Un vecteur propre d’'un endomorphisme peut-il étre associé a deux valeurs
propres distinctes?

Exercice 59. © Etudier les éléments propres de v € L(E) dans chacun des cas suivants
i) u est une homothétie: u = AIdg (A € K).
ii) u est un projecteur, avec u # 0 et u # Idg.
iil) u est une symétrie, avec u # Idg, u # —Idg.

Exercice 60. O E étant un R-espace vectoriel, soit u € L(E) tel que u? = —Idg. Quel est le
spectre Sp(u) de ’endomorphisme u?

Exercice 61. O Etudier les éléments propres d’un endomorphisme de rang 1.

Exercice 62. QO Cherchez les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices réelles suiv-
antes et déterminer celles qui sont diagonalisables.

2 0 4 5 —1 9 2 -2 1
3 —4 12 |, 3 4 0 |, 1 3 1],
1 -2 5 1 11 0 1 2
1 4 2 -2 =2 1 2 0 0
0 -3 -2 |, -2 1 -2 ], -3 -1 3],
0 4 3 1 -2 -2 3 3 -1
4 1 1 0 a a® i g 8 8
1 4 1], 1/a 0 a a #0, 1 -1 5 -3 |
5 — —
11 4 1/a®> 1/a 0 5 0 4 9
3 1 00 3 1 0
-4 -1 00
, -4 -1 0
71 21 L s o
-17 -6 -1 0
13 16 16
Exercice 63. # On considere la matrice A= | =5 -7 —6 | € M3(R). Montrer que A
-6 -8 -7
n’est pas diagonalisable. Trigonaliser A.
Exercice 64. & On considére les matrices
0 01 0 1 0
A= 01 0 S Mg(R) et B= 0 0 1 S Mg(R) .
1 00 1 00

i) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés aux matrices A et B.
ii) Les matrices A et B sont-elles diagonalisables?
iii) Mémes questions si on considere A et B dans M3(C).

Exercice 65. & Pour quelles valeurs des parametres réels a, b, ¢, d, e, f les matrices suivantes
sont-elles diagonalisables dans M4 (R)?

A:

co o~
co o
oo~
o N o
o= O O

Exercice 66. O Pour A € M,,(K) et o € K, on pose
B=A+al,.

i) Comparer les polynémes caractéristiques de A et B.
ii) Comparer les spectres de A et B.
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iii) Montrer que A et B ont les mémes sous-espaces propres. En déduire que A et B sont
simultanément diagonalisables ou non.
Application: Soit

16 1 1 1
1 16 1 1
A= 1 1 16 1

1 1 1 16
Etudier la diagonalisation de A (Il est demandé d’effectuer la diagonalisation sans calcul de

polynéme caractéristique).

Exercice 67. & Soit C3 = (e, e, e3) la base canonique du R-espace vectoriel R3. On considere
lapplication linéaire qui & x = (x1, 2, x3) associe y = (y1, y2, y3) définie par

n = 4axs,
Y2 = x1+2:2+ 23,
Yys = 2x1+—4x2——2x3.

i) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique Cs.

ii) Calculer les valeurs propres de f. Vérifier que f est diagonalisable.

iii) Est-ce que f est un automorphisme?

iv) Calculer les vecteurs propres de f.

v) Soit B’ la base constituée des vecteurs propres (on ordonnera les vecteurs de B’ en respectant
Pordre croissant des valeurs propres). Ecrire la matrice de passage P de C3 vers B’. Calculer
P

vi) On consideére I’endomorphisme g défini par g = f3 — 9 f + idgs o1 on a noté f3 = fo fo f.
Calculer la matrice de g dans B’ puis calculer la matrice de g dans Cs.

Exercice 68. & On considére deux suites complexes (uy,)nen €t (vn)nen définies par la donnée

de ug et vy et par
Un Un—1

o A € M5(C), de valeurs propres A; et Ag. Calculer, pour tout n, u, et v, en fonction de wuyg,
v, n et des éléments de A,

a) lorsque A est diagonalisable.

b) lorsque A n’est pas diagonalisable.

1
Exercice 69. # Soit f I'application de R3[X] dans R3[X] définie par f(P) = X*P (X

i) Vérifier que f(P) € R3(X). Montrer que f est un endomorphisme de R3[X]. Calculer f o f.
Que peut-on en déduire pour Sp(f), le spectre de f?

ii) Expliciter la matrice A associée & f dans la base canonique de R3[X]: B = (1, X, X?, X3).
iii) Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalis-
able?

Exercice 70. & Pour les matrices de M3(C) suivantes, calculer les valeurs propres et les
vecteurs propres. Diagonaliser, quand c’est possible, sinon trigonaliser. Ecrire les matrices de
passage qui permettent de passer de la matrice de départ a sa forme réduite.

1 0 0 2 1 1
A=| 2 -3 1 , B= 2 3 4
1 -1 -1 -1 -1 =2
Exercice 71. O Soit
-2 -1 2
A= -15 -6 11 € M3(R) (A= Mat(u,Cs3)).
-14 -6 11

i) Calculer P4 (M), le polynome caractéristique de A. La matrice A est-elle diagonalisable?
ii) Montrer qu’il existe une base B de R? dans laquelle v admet pour matrice

110
T=Mat(u,B8)=| 0 1 1
00 1
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et déterminer P € GL3(R) telle que
T =P 'AP.
iii) Calculer A", n € N.

Exercice 72. © i) Montrer que si A est valeur propre de A, alors A" est valeur propre de A™,
n € N.

ii) Déterminer toutes les valeurs propres d’une matrice A € M,,(C) telle que A™ = I, pour un
certain n € N*.

iii) Montrer que si A est une matrice inversible, A et A~ ont mémes vecteurs propres. Donner
les valeurs propres de A~! en fonction de celles de A.

Exercice 73. # On considere ry la rotation directe dans R® d’axe (Oz) et d’angle § # kr
(k € Z). Montrer que ry n’admet qu'un seul vecteur propre.

Exercice 74. O Soient z, y et z trois fonctions de R dans R, dérivables sur R. On veut résoudre
le systeme différentiel suivant

¥ = Tx—3y—4z
(1) y = —dx+6y+4z
2 = br—3y—2x
T x’
)Soit X =1 y | et X' =|[ ¢ |. Calculer A € M3(R) telle que
z 2’
X' =AX
ii) Diagonaliser A et déterminer P telle que P~*AP soit égale & la matrice diagonale
2 00
D=0 3 0
0 0 6

iii) Résoudre le systeme d’équations différentielles (1).
Exercice 75. & Soit f Iapplication linéaire de R* dans R* telle que
flx,y,2,t) = (x + 2,2y, 2 + 22 — t,x + 22) .

i) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique.

ii) Calculer P, le polynome caractéristique de A. Montrer que 1 est racine de P et déterminer
sa multiplicité. Montrer que A admet une deuxieme valeur propre A qu’on calculera.

iii) Déterminer les sous-espaces propres de f. Montrer que A n’est pas diagonalisable.

iv) Calculer (A—1)? et (A—1I)3. Donner une base de Ker((A—1)3), et trouver v € Ker((A—1)?)
tel que v &€ Ker((A — I)?).

v) Soient v = (A —I)?v, v = (A—I)v et v3 = v. Donnez les coordonnées de v1, v et vz dans
la base canonique. Exprimer (A — Ivy, (A — I)vs et (A — I)vs en fonction de vy, vy et v3. En
déduire I'expression de Avi, Avs et Avs en fonction de vy, vy et vs.

vi) Soit v4 un vecteur propre associé a la valeur propre Ag. Montrer que (v1,va, v3,v4) est une
base de R*. Montrer que la matrice A’ de f dans la base (v1,v9,v3,v4) est une matrice de
Jordan.
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5. Espaces Euclidiens.

Exercice 76. © Soient E un espace euclidien et (z,y) € E2. Calculer

1z = (2l
et retrouver ainsi I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi que I’étude du cas d’égalité dans cette
inégalité.
Exercice 77. & Une autre preuve de l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™.
Soient n € N*, a = (ay,...,a,) € R", b = (by,...,b,) € R"; On pose A = Y a?,
B=3Y" b2et C=>" a;b. Montrer que C*> < AB.
1ére démonstration: L’inégalité est évidente si B = 0. Dans le cas ou B # 0, calculer

n

Z(Baj - ij)2

j=1
2éme démonstration: Montrer que
AB — 02 = Z (aibj - ajb¢)2
1<i<j<n

En déduire le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Exercice 78. © Etudier le cas de 'égalité dans I'inégalité de Minkowski (inégalité du triangle).

Exercice 79. O Soient n € N*, ((a1,...,an), (b1,...,bn), (c1,...,¢n)) € (R%)3. Montrer

n 2 n n
<Z akbkck> S <Z G%Ck> (Z bﬁck>
k=1 k=1 k=1

Exercice 80. & Soit n € N*. Etablir

- nn+1)v2n+1
> o< Wi

p=1
Exercice 81. & Soit n € N, n > 2. Etablir

2
n—1 p 9 n—1 P
2 P 2 7 (Z )

n—
p=1 p

Exercice 82. # Soient E un espace euclidien et (d,d) € R x R4 tel que § < d. On considere
By la boule fermée de centre 0 et de rayon d
By =Bp(0,d)={z € E; |z|| <d},
Bs la boule fermée de centre 0 et de rayon d + § et A une partie convexe de E telle que
AC B\ By.
Etablir I'inégalité

diam(A) :== sup ||z —y| <2V3dd
(z,y)€A?

(diam(A) est le diametre de A).
Rappel: Une partie A d’un espace vectoriel réel est dite conveze si

Ve e A,Vy € AVA € [0,1], dz+ (1 — Ny € A.

Exercice 83. # Soient E un espace vectoriel euclidien, n € N* et (z1,...,2,) € E"
i) Vérifier
n n
S -l = (St -1
1<i<j<n i=1 i=1

ii) On suppose ici que V(i,j) € {1,...,n}?, (i # j= ||z; —x;| > 2). Soit
B=Bp(a,r)={z€E; |z—a| <r}
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une boule fermée dans E de centre a € E et de rayon r > 0, contenant 1, 2, ...,z,. Montrer
que le rayon r de B satisfait la relation

2(n—1)

<r.

Exercice 84. O Soient C4 la base canonique de R* euclidien usuel, et
4
F = {(x1, 29,23, 74) € RY; Z:m =0etx)+x3=a0+ 24}
i=1

Former les matrices, relativement a Cy4, de la projection orthogonale sur F' et des symétries
orthogonales par rapport & F et FL.

Exercice 85. © Dans R? euclidien usuel, on consideére
v = (1,2,—1,1), Vo = (0,3,1,—1), FZVeCt(’U1,U2).
Déterminer une base orthogonale et un systeme d’équations de F*.

Exercice 86. O Dans R* euclidien usuel, on considere
v =(2,1,-1,1), wv2=(3,1,1,0), F = Vect(vy,v2), et v=1(2,3,—1,—4).
Quelle est la projection orthogonale de V' sur F'?7 Quelle est la distance de V' a F?

Exercice 87. & Soit C3 la base canonique de R? euclidien usuel, et soit F' un sous-espace
vectoriel de R3. Déterminer les matrices relativement & Cs3 de la symétrie orthogonale par
rapport a F| dans les cas suivants.

i) F = Vect({e1,e2}) = {(z1, 22, 73) € R?; 23 = 0}.

ii) ' = {(x1,72,73) € R3 21 + 229 + 23 = 0}.

ili) F = {(x1,22,23) € R3; Z?Zl a;x; = 0} ou (a1,az,a3) € R?\ {(0,0,0)} est donné.

Exercice 88. © Soit E = Ry[z] le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au
plus 2. Les formes bilinéaires symétriques suivantes sont-elles définies? positives?

i) o(P,Q) = P(0)Q(0).

i) o(P,Q) = P(0)Q(0) + P'(0)Q"(0) + P"(0)Q"(0).

1

iii) p(P, Q) = J, P'(z)Q'(x)dx

. 1

iv) o(P,Q) = [ (1 — 2?)P(x)Q(x)dz
Exercice 89. © On considere E = R3, muni de sa base canonique C3 = (ey, €2, e3) et la forme
bilinéaire symétrique ¢ définie sur E par

go(x,y) = @((x1,902,$3)7(y17y2yy3))

= dxyr + 52y + 9r3y3 + 4(T1y2 + T2y1) + 6(22y3 + w3Y2) + 4(21Y3 + T3Y1)
i) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E
ii) A laide du procédé d’orthogonalisation de Schmidt, construire une base B orthogonale

pour ¢, puis en déduire une base B’ orthonormale pour (.
iii) Quelles sont les matrices de ¢ dans les bases Cs, B et B'.

Exercice 90. & Mémes questions que dans I'exercice 89 avec E = Ry[x], C3 = (eq, e1,e2) (ol
ei(z) =x' i€ {1,2,3}) et
1
o(P.Q) = [ P
0

Exercice 91. © Pour n € N*, soit £ = M, (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées
réelles d’ordre n muni du produit scalaire défini par

(A|B) =Tr ("AB)
i) Vérifier que l'application (.|.) est un produit scalaire sur E.
ii) Soit A = (a;j) € E. Exprimer ||A| a l'aide des a;;.
iii) On considere les sous-espaces vectoriels suivants de E
F=S8,R)={AcE;'A=A} et G=A,R)={A€E; 'A=—-A}.

Déterminer F'+ et G*.
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iv) Démontrer que F est somme directe orthogonale de F et G: E = F & G et F et G sont
orthogonaux.
v) Soit A € E. Quelles sont les projections orthogonales de A sur les sous-espaces vectoriels
F et G? Calculer
a=inf{|A— M|; M e F} (distancede A & F)
et
B =if{|A— M|; M e G} (distance de A & G)

Exercice 92. # On munit R” de la structure euclidienne canonique avec (z|y) = > 1 | z;y;.
La base canonique C,, = (€;)1<i<n est donc orthonormale. Soit @ = (a;)1<i<n € R", a # 0 et u
la forme linéaire sur R™ définie par

n
u(z) = Z a; ;.
i=1

i) Montrer que
Ve e R, fu(z)| < lalll«]|
et

sup |u(x)
llzll=1
ii) Exprimer H = ker(u) & l'aide de a. Que dire de H+?
iii) Soient 2 € R"™ et d = d(z, H) = infyep ||z —yl|, la distance de = & H. Exprimer d & I'aide
de a et . Quelle formule de ’enseignement secondaire a-t-on retrouvée?

= ol

Exercice 93. & Matrice de Householder

On munit le R-espace vectoriel M,, 1(R) de sa structure euclidienne canonique. Soient V' €
M, 1(R)\ {0} et H = V+ I'hyperplan orthogonal a V.

Soit p la projection orthogonale sur H et P sa matrice dans la base canonique de M,, 1(R);
soit s la symétrie orthogonale par rapport & H (appelée réflexion) et S sa matrice dans la base
canonique de M,, 1 (R).

i) Montrer que

1
P=1I,— tVVVLV'
ii) Montrer que )

(S est appelée matrice de Householder)

Exercice 94. & Soient E un espace euclidien, p € £(F) un projecteur de E.
i) Rappeler les propriétés de p, projecteur de E.
ii) Etablir ’équivalence des assertions suivantes:
1. Imp L kerp (on dit alors que p est un projecteur orthogonal de E).
2. Vo € E, |p(x)|| < |lz|.

Exercice 95. # Soient E un espace euclidien, n € N* et (e1,es,...,€,) un systeme de n
vecteurs unitaires (i.e., pour tout i, ||e;|| = 1), tel que

n

Ve E, ||z =) (ale:)? .

i=1
Montrer que (eq,...,e,) est une base de E.
Indication: Montrer d’abord que (e1,. .., e,) est une famille orthonormale, puis considérer F =
Vect({e1,...,en}) et la projection orthogonale sur F'.

Exercice 96. O On considére E = Rj[x] le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de
degré au plus 3, muni du produit scalaire

1
(PIQ) = / P(2)Q(x)da

(c.f. 90 ci-dessus), F' le sous-espace vectoriel de E: F = Rax] et C3 = (ep, €1, €2, e3) la base
canonique de FE.
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Calculer la distance dans E de eg & F: d(es, F'). En déduire

1
m= inf (/ (2% — az? — br — C]le‘) .
(a,b,c)ER3 0

Exercice 97. & Calculer

1
m = inf (/ xQ[lnx—a:C—b]gdx) .
(a,b)eR? 0

Procéder comme dans Uexercice 96 en introduisant le R-espace vectoriel E = Vect({eg, e1, f}),
sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel C([0,1];R), ot pour tout x € [0,1], on a

zlnz, siz €]0,1
eo(l‘) = 17 el(x) =T, et f(x) = { 0 Si xr = 0 ] ]

Exercice 98. & Soient E, F' deux espace euclidiens et f : E — F une application telle que
f(OE) =0p et
(V(z,y) € E?) (|If(x) = fW)llr = |z —yll&)

autrement dit, f est une application isométrique de E dans F: “f conserve les distances”.

i) Utiliser les formules usuelles dans les espaces euclidiens pour montrer que f conserve le
produit scalaire:

(V(w,v) € B?) ((F@)|fw)r = (ely)e).-

ii) Montrer que f est R-linéaire et injective.

iii) Que peut-on dire de plus si F = F?

iv) On ne suppose plus que f(0) = 0. Que peut-on dire a la place du résultat obtenu en ii)?
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6. Matrices symétriques - Matrices orthogonales - Adjoint.

Exercice 99. © Dans R? euclidien usuel, on considere le vecteur unitaire u = («, 8,7) (a? +

B% +~% =1). Soient A = Vect({u}) = Ru la droite (vectorielle) engendrée par u et P = A~ le

plan (vectoriel) orthogonal & u. Former les matrices relativement & C3 (base canonique de R?)

des projections orthogonales sur A et P et des symétries orthogonales par rapport a A et P.
Parmi les matrices obtenues, lesquelles sont orthogonales, symétriques? Pourquoi?

Exercice 100. O Dans R* euclidien usuel, on considére le sous-espace vectoriel F' d’équations

1+ T2 +x3+24=0
1+ 229+ 323+ 424 =0

Former les matrices, relativement & la base canonique C4, des projections orthogonales sur F'
et F* et des symétries orthogonales par rapport a F et F-. Pour x € R*, exprimer d(z, F)
(distance de z & F). Parmi les matrices obtenues, lesquelles sont orthogonales, symétriques?
Pourquoi?

Exercice 101. & On munit R™ de sa structure euclidienne canonique; soit C,, = (e;)1<i<n sa
base canonique et A = (a;j)1<i j<n une matrice orthogonale d’ordre n. On pose, pour tout

je{l,...,n}

n
vj = (a1, @), ..., 0 ) = g ajje; et u=( E

i) Exprimer la somme 37 o1 @ij L alde des vecteurs v; et du vecteur u
ii) Etablir I'inégalité

(2) Z Q5 § n.
i,j=1

iii) Dans quel cas a-t-on égalité dans l'inégalité (2) précédente? Donner un exemple d’une

matrice A orthogonale et vérifiant ’égalité | Z?jzl a;;| =n.

Exercice 102. & Soient A € M,,(R) et C1,Cs,...,C,, les colonnes de A. Etablir I’équivalence
des assertions suivantes:

1. A€ O,(R)

2. ijl C; th =1,

Exercice 103. & Etude de Oz(R)
i) Etablir
O2(R) = {Ry; 0 € R}U{S,; ¢ € R}

[ cosf —sind [ cosgp sin
Ro = ( sinf  cosf ) ot Sp = ( singp —cosp )

ii) On pose SO2(R) = {A € O3(R); detA = 1}. Etablir SO2(R) = {Rg; 6 € R}. Interpréter
géométriquement les éléments de SO(R) dans R? euclidien usuel.

iii) Soit ¢ € R; montrer que Si =I5, det(S,) = —1et S, = R, Sp. Interpréter géométriquement
S,
Irfdicatz’on: S, est la matrice dans la base canonique de R? d'une symétrie orthogonale (une
réflexion) par rapport a une droite de R?.

iv) Calculer RyRy/, R9S,, S,Ro, Sy S, pour 6, 0, ¢, ' dans R.

Exercice 104. O Soient (a,b,c) € (R*)3 et

9 -1/2  b/a c/a
A=-—= a/b —1/2 c/b
3 afc  ble —=1/2

ou

Montrer que
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Exercice 105. & Soient (a,b,c) € R? et
1/v2 0 a
A= 1/2 -1/v2 b | € M3(R).
/2 1/vV2 ¢

Quelle est la condition nécessaire et suffisante sur (a,b,c) pour que A € O3(R)?

Exercice 106. O Soit
0 1 -1
A= 1 2 -1 ] eMsm).
-1 -1 0
Trouver P € O3(R) telle que P~1AP soit diagonale.

Exercice 107. & Méme question que dans l’exercice 106 avec

13 -2 -3
B=| -2 10 -6 | € M3(R).
-3 —6 5

Exercice 108. © Réduire dans le groupe orthogonal de R? euclidien usuel les formes quadra-
tiques

ql(lL') =q1 (351, T2, 1’3) = 2$12 + 21’22 —+ SU32 — 21’2$3 —+ 2$1$3

@2(7) = qo(w1, w2, 03) = 151xy% — 119292 + 13723 — 1922023 + 482125 + 1442 29

Exercice 109. & Soit S, (R) le R-espace vectoriel des matrices symétriques réelles d’ordre n
et A € S, (R). On dit que A est positive (respectivement définie positive) si

(VX € M, 1(R)) ('XAX >0),
(respectivement (VX € M, 1(R)\ {0}) ("XAX >0)).

On note S;7 (R) (respectivement S, (R)) I'ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre n
positives (respectivement définies positives). Etablir & I’aide d’une diagonalisation les équivalences
1. Ae SF(R) < Sp(4) C R,
2. Ae SfT(R) <« Sp(4) CR%L
Exercice 110. & Soient A € M, (R), S ="AA.
i) Montrer: S € S;F (R).
i) Etablir: S € S7+(R) & A€ GLy(R).
Exercice 111. & Soient (a,b) € R? tel que a < b, f1,...,fn : [a,b] — R continues, A =
(aij)1§i7j§n € M, (R) définie par

b
ig o= [ KO0

i) Montrer que A € S;7(R) (A est symétrique positive)
ii) Montrer que A € S;F(R) (A est symétrique définie positive) si et seulement si (f1,. .., fn)
est libre.

Exercice 112. & Application de I’exercice 111: Matrices de Hilbert

Pour n € N*, on note
1
H, = (> e M,(R).
171 1<ij<n
Montrer: H,, € ST (R).

Indication. Remarquez: Yk € N, I%H = fol thdt.

Exercice 113. & On désigne par T, ;(R) le R-espace vectoriel des matrices triangulaires
supérieures réelles d’ordre n.
i) Etablir la propriété:
VA e GL,(R), 3(Q,T) € O,(R) x T, s(R), A=QT.
Indication: Utiliser R™ euclidien et sa base canonique C,. Soit B la base de R™ définie par:

A est la matrice de passage de C, a B. Appliquer alors le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt a cette base B afin d’obtenir une base orthonormale C dans R™ usuel
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ii) Complément: Si on suppose de plus que les éléments diagonaux de T" sont dans R, alors
le couple (2, T) est unique.
Application: Soit A = (a;;) € GL,(R), on a

n n 2
|detA| < H ( a%) (inégalité d’Hadamard)
j=1 \i=1

Dans quel cas a-t-on égalité dans I'inégalité précédente?

Exercice 114. O Soient E un espace euclidien et f,g: E — E deux applications telles que

(V(z,y) € E?) ((z]f(y) = (9(2)ly) )-
Montrer que f et g sont des endomorphismes de E.

Exercice 115. & Soient E un espace euclidien de dimension n, u un endomorphisme de E,
B = (ej)1<j<n €t C = (fi)1<i<n deux bases orthonormales de E. On pose

pB.0= 3 (ule)lf)

i) Montrer que ¢(B,C) est indépendant du choix des bases orthonormales B et C.
Indication: Introduire A = Mat(u; B,C) et évaluer p(B,C) a l'aide de A. Effectuer ensuite des
changements de bases.

ii) Exprimer ¢(B,C) a l'aide du spectre de la matrice symétrique 'A A.

iii) Exprimer les résultats de i) et ii) & aide de u*u ol u* désigne I'adjoint de w.

iv) Examiner les cas particuliers: u symétrique et u orthogonal.

Exercice 116. & Soit £ = M, ,(R). On définit un produit scalaire sur E par
Y(X,Y) € E, (X|Y] = tr(*XY).

i) Pour A fixée dans E, soit
- E—FE
PAT X AIXA

Montrer que ¢4 est un endomorphisme symétrique de E: ¢4 € S(E).
ii) Pour A € M,,(R) et B € M,(R) fixées, soit

" - E—FE
AB: X, AX — XB

Déterminer l'adjoint ¢y 5 de Y4 p.

Exercice 117. © Soit f ’endomorphisme de R? défini par sa matrice dans la base canonique
CQ de Rz:

2 3
A:Mat(f;Cg):( 1 9 )
i) Déterminer f* et Mat(f*;C2) quand R? est muni de sa structure euclidienne usuelle.

Justifier tous les détails de la démonstration.
ii) Méme question lorsque R? est muni du produit scalaire suivant:

@(xvy) = <xay> = x% + T1T2 +LE§
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7. Espaces hermitiens. Déterminants

Exercice 118. © Soit A = (a;5);; =1,...,n € M, (C) une matrice hermitienne.
Montrer que la somme des carrés de ses valeurs propres \; est égale & > =1 |aij\2.

1 1—47 0
Exercice 119. © Soit A = 1+14 1 )
0 !

Diagonaliser A dans le groupe unitaire Us(C).

Exercice 120. O Soit F un espace hermitien; un endomorphisme f de E est dit normal si
fof*= f*of. Montrer que dans ce cas:

i) ker f = ker f*.

ii) AeC est valeur propre de f si et seulement si A est valeur propre de f*.

iii) Si Ex(f) est un sous-espace propre de f, (Ex(f))" est stable par f et f*.

Exercice 121. © Soit F un espace hermitien; un endomorphisme f de E est dit unitaire si
fof*=f"of=1Idg. Soit f un tel endomorphisme; vérifier que f est un automorphisme et
exprimer f~!. On pose g = Idg — f.

i) Montrer que ker g = (Im g)=.

ii) En déduire que E =Im g @ ker g.

—2a a+b a+c
Exercice 122. & Soit D(a,b,c)=| a+b —2b b+c
a+c c+b -2
i) Calculer D(a,a,a) et D(a,b,b).
ii) Cas général: Considérer le polyndéme D(z,b,c). Montrer que —b et —c en sont racines.
Quel est son terme de plus haut degré? Conclusion?

Exercice 123. O Factoriser le polynéme

T a b ¢
a x ¢ b
Px) = b ¢ = a
c b a =x
Exercice 124. Q Soient
a b c 1 1
M=/ ¢ a b (a,b,ceC) e U=| 1 5 j°
b ¢ a 1 452 4

Soit f(2) = a + bz + 22
i) Montrer que

J
Mo = 1 310 2 (

ii) En déduire que
detM = f(1)f(5)f(57)

puis l'identité a® + b3 + ¢ — 3abc = (a + b + ¢)(a + bj + ¢j?)(a + bj? + ¢j). En déduire que si
(a,b,c) € R on a a® + b® + ¢* > 3abe.

Exercice 125. & Soit (A4, B,C) un triangle de cotés a = BC, b = AC et ¢ = AB et d’angles
A, B et C issus respectivement de A, B et C. Sachant qu'’il existe la relation suivante

a= bcosCA'—i—ccosB7 b:ccosfl—&—acosé', c= acosB—l—bcosfl,

trouver une relation liant les cosinus des angles A, Bet C.



Exercice 126. © Calculer

1 1
by
b1
by
Exercice 127. & Calculer
anp, Ap—1
-1 x
0 -1
0 0
0

a1

by

a2

0
x
-1

0
T

Exercice 128. & Déterminant de Vandermonde.

Montrer que

1 T
1 T2
1 Ty

ag
2
T3

2
T

n—1
331 )
n—

Lo

n—1

Ln

0

a1
a2

an

S OO 9
<)

1<i<j<n
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en remarquant que c’est un polynéme en z,, de degré (n-1) dont x1, xa,... &1 sont les racines.

Exercice 129. © Calculer le déterminant de la matrice tridiagonale suivante

1 1 0 0 0
1 1 1 0 - 0
0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 ... ... 0
0 0 1 1 1
0 0 1 1
Exercice 130. & Calculer le déterminant de la matrice tridiagonale suivante
2 1 0 0
3 2 1 0 0
0 3 2 1 0
0 0 3 2 1
0 0 3 2
Exercice 131. & i) Pour (n,p) € N2, calculer
1 0 0 0
1 Cc 0 0
A 1 Ci C3 0 0
=1 ol 3 0
| cpt
-1
1 G Cin Cp1

Indication: calculer A1, — Ay p

ii) En déduire les valeurs de Y [k, > 7 k? et > 1 k3, o n € N*.

S 333
B W oW

S
S
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