1. STRUCTURES FONDAMENTALES: GROUPES, CORPS.

Exercice 1.1. Soit la loi de composition interne de R} = [0, +00[, que nous noterons *, définie par:
R+ X ]R_;'_ — ]R_;,_

(v,y) = xxy=+a2+y>?

i) Montrer que le produit * est commutatif et associatif sur R..

ii) Montrer que ce produit admet un unique élément neutre e € Ry, et que e est 'unique élément qui
admet un symétrique pour la loi *.

iii) Montrer que tout = € R, est régulier (i.e. que pour tout y et z dans Ry, si z xy = x * z alors y = 2).

Exercice 1.2. Soit 'ensemble A = {1,2,...,n}. On note M (n) 'ensemble des bijections de A dans A.
i) Montrer que M (n) est un groupe pour la loi o. Les éléments de ce groupe s’appellent permutations.
ii) Une bijection s € M(n) peut étre notée indifféremment par

( 1 2 ... n > o bar <i1 io U )
s(1) s(2) ... s(n) P s(iy) s(ia) ... s(in) ) -
1 2 3 4 2 31 4 ) A .
Par exemple ( 1 3 4 2 ) et < 34 1 9 ) représentent la méme permutation.
Calculer le cardinal (nombre d’éléments) du groupe de permutations M (n).

Exercice 1.3. On considere ’ensemble
1+2p
X={—"F;p,q€}.
i 2’ P4 }
Montrer que X # Q et que (X, .) est un sous-groupe de (Q*,.), ol . désigne la multiplication usuelle dans
Q. Est-ce que (X, +,.) est un corps?

Exercice 1.4. Soit p € N fixé. On rappelle que (m + n) mod(p) est I’addition de m et n modulo p,
i.e., c’est le reste de la division euclidienne de (m + n) par p. De méme, (n.m)mod(p) est le reste de la
division euclidienne de nm par p. On munit alors N de ces lois + et . modulo p.

i) Montrer que ’ensemble X = {0,1,2,3,4} C N est un corps pour 'addition et la multiplication modulo
p=20.

ii) Montrer que I'ensemble X = {0,1,2,3,4,5} C N n’est pas un corps pour ’addition et la multiplication
modulo p = 6.

Exercice 1.5. L’ensemble C des nombres complexes, muni d’une addition, est un groupe noté (C, +).
Les ensembles suivants sont-ils des sous-groupes de (C,+)?

R, +), (Q4),(N,+),(Z,+),(E={x =2k, kcZ},+), (F={x=2k+1, k€ Z},+)

Exercice 1.6. Montrer que tout sous groupe H du groupe additif Z est de la forme aZ, avec a > 0.
Indication: Si H = {0}, c’est évident avec a = 0. Si H # {0}, on écrira H = H' U (—H') U {0} avec
H ={x € H, z>0}. On montrera alors que a est le plus petit élément de H’

Exercice 1.7 (Identité de Bezout). Si a, b € Z et si d = PGCD(a, b), alors il existe u et v dans Z tels
que au + bv = d.
Indication: On appliquera lexercice 1.6 au sous-groupe H = {au + bv; u,v € Z}.

Exercice 1.8. Soit E un ensemble muni d’une loi notée multiplicativement. On rappelle que 2™ pour
n > 0 et n entier, est défini par récurrence par

" =xzz" 1t et 2% =e (e est 'élément neutre).

1) Montrer que si  admet un symétrique pour la loi multiplicative (i.e. un inverse), alors ™ est inversible
pour n € N et on a
(z™)™' = (z7H", 27! étant Vinverse de z .



2) On introduit la notation z=™ = (z~!)". Montrer que si x est inversible, alors
2" = , et (™)t =™,
VYm,n € Z.

Exercice 1.9 (Homomorphismes). Soient (E,.) et (E’,.) deux ensembles munis chacun d’une loi (toutes
deux notées multiplicativement, mais non nécessairement les mémes). Soit f une application de E dans
E’. On suppose que f est un homomorphisme, c’est a dire, que pour tout z et y dans E, on a

flay) = f(@) fy) -
On suppose de plus que F et E’ sont deux groupes.
1) Vérifier que f(e) =€/, on e et €' sont respectivement les éléments neutres de E et E’.
2) En déduire que pour tout x € E, on a f(z~1!) = f(z)~L.
3) Montrer que pour tout x € E et tout n € Z,
n
fa™) = (f(x)" .
4) Montrer que f(E) est un sous-groupe de E’ et que f~1({e’}) est un sous-groupe de E.
Exercice 1.10. Soit (G,.) un groupe et soit € G. Montrer que le plus petit sous-groupe de G contenant
x est le sous-groupe
H={a",nelZ}.
(toujours avec la convention 2° = e, et ™" = (z71)", pour n € N).
Montrer que H (appelé le sous-groupe de G engendré par z) est commutatif (méme si G ne l’est pas).

0

Exercice 1.11 (Anneaux). Soit (A, +, .) un anneau commutatif.
Montrer la formule du binéme: Va,y € A, Vn € N*
(x+y) " =2+ Cla"y + C2a" 2 4 CPa Py 4 O ey gy
(On pourra raisonner par récurrence).

Exercice 1.12 (Anneaux). Soient (A, +, .) et (A’, 4, .) deux anneaux. On appelle homomorphisme de
A dans A’ toute application f: A — A’ telle que Vx,y € A,

fle+y)=fl@)+fy) et flzy) = f(2)f(y).
Montrer alors que f(A) est un sous-anneau de A’ et vérifier les propriétés suivantes.
a) £(0) = 0.

b) f(=z) = —f(x).
c¢) H={z e A, f(z) =0} est un sous-groupe de A.

Exercice 1.13 (Le corps des complexes).
1) Vérifier avec soin que C = (R?, +, . ) est bien un anneau commutatif.
Rappelons que 'addition et la multiplication sont définies respectivement par

(a,b) + (a', V') =(a+d,b+10),
(a,b) (@', V) = (ad’ = bV, ab/ +a'b) .
2) On convient d’identifier tout réel a € R avec le nombre complexe (a,0).
On pose d’autre part i = (0, 1).
Montrer que i = (—1,0) = —1 (la derniere égalité utilisant 1'identification mentionnée ci-dessus).
Montrer que Vz = (a,b) € C, on a z = a + ib.



2. ESPACES VECTORIELS.

Exercices fondamentaux

Dans tous les exercices de cette fiche, K =R ou C.
On fait les rappels suivants:
Un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel est un ensemble ¥ muni de deux lois :

1. une loi de composition interne notée ”+”, c’est a dire une application qui a tout couple d’éléments
(z,y), x € FE et y € E, fait correspondre un élément de E noté = + y, et telle que :
a. associativité :
VeeE,Vye E,Vz€ E, (z+y)+z=x+(y+2);
b. élément neutre : E possede un élément neutre (pour la loi de composition interne +) qui est
unique et noté Og, ce qui signifie que
Vee B, z4+0g=0g+zxz==x;
c. tout élément x de E possede un opposé dans E, c’est & dire un élément 2’ de E tel que
42 =2 +z=0g.

Cet élément opposé est unique et noté (—z) ;
d. commutativité :
Vee E,Vye E, z+y=y+z.
2. une loi de composition externe notée ””, c’est a dire une application qui & tout couple d’éléments
(M), A € K et x € E, fait correspondre un élément de E noté A x z, et telle que :

YAe K, Vxe E,VyeE, Ax(x+y)=Asz+A*xy;
YAe K, Vue K,Vr € E, A+ p)sz=A*kz+pu*x;
VAe K, Vue K, Ve € E, M) xx =A% (u*xx);

Ve € F, lxx =z

On rappelle qu'un sous-ensemble S d'un K-e.v. (E, 4+, *) est un sous espace vectoriel (s.e.v.) de F
si et seulement si:

(1) 0e s,
(2) Vue S, Yoe S, u+veS.
(3) VAEK, YVue S, Axues.

Exercice 2.1. Soit F un K-espace vectoriel. Montrer les propriétés suivantes
YAe K,Vx e E, VyeFE, Ak (z+ (—y)) =Axz+ (—(Axy));
VAeK, A0 =0g ;
Vo € E, Ak (—z) = (—(A*x)) ;
VAXe K, Vue K, Ve € E, A—p)yxz=Asxz+ (—(ux2));
Ve e F, Oxx=0g;
VYAe K, Vx € E, “dAxz=(—(Ax2))(=-1xz=(-2x));
YAe K, Vx e E, Ak (—z) = A*zx.

Exercice 2.2. On considere I’espace vectoriel réel R?. Les sous-ensembles suivants sont ils des s.e.v.?
(1) {(z,y) : y = 4z},

(2) {(z,y) -y =4z + 5},
(3) {(z,y) :y =4t U{(z,y) : & =0},
(4) {(z,y) :y =4} +{(z,9) : © = 0},



() {(z,y) : |zl <1},
(6) {(z,y): y=2a},
(1) {(z,y): ==y},
(8) {(z,y): =0, y >0},
9) {(z,9): >y}
Exercice 2.3. On considere I'espace vectoriel réel R2. Les sous-ensembles suivants sont ils des s.e.v.?
(1) 0,
2) {Og2},
{(z,y) :y=ax+b},a e R, bER, b#£0,
{(x,y) ry=ax}, a R,

{(1,0); (4,5); (6,7); (0,0)},
{(z,y): IA€R tel que (x,y) = A(1,1)}.

Exercice 2.4. On considere I'espace vectoriel réel R3. Les sous-ensembles suivants sont ils des s.e.v.?

(1) {0} xR x {0},

(2) {(z,y,2): 2=0},

(3) {(z,y,2) : ax + by + cz =0}, a,b,c € R,

(4) {(z,y,2): ax+by+cz+d=0}, a,bc,deR, d#0,

(5) {(z,y,2): I\, u) € R? tel que (z,y,2) = \(4,5,6) + u(1,2,3)}.

Exercice 2.5. Soit F I'espace vectoriel réel des suites de R muni des lois suivantes:
(un)n + (”n)n = (un + 'Un)na

AMtn)n = (Aup)n.
(1) Soient les 2 suites suivantes:
Uy = 4n + 2,
vy, = (=1)".
Calculer les 3 premiers termes de la suite (up)n + (Upn)n-
Calculer le n®™° terme de cette suite.
Calculer les 3 premiers termes de la suite 2(up)n — (Vn)n.-
(2) Soit la suite o, = 0. Soit la suite w,, = 2™.
Calculer le n®™¢ terme de la suite (0,,)n + (Wn)n.
Soit (x,,)n une suite quelconque.
Calculer le n®™° terme de la suite (0,)n + (T4 )n.-
Qu’en déduisez vous?
(3) Soit la suite t, = b+ n. Soit t, = —b—n.
Que pensez vous de la suite (t,)n + (£1)n?
Soit (z,,)n une suite quelconque. Montrer que (—zy,), est I'opposé de (z,,), dans E.

Exercice 2.6. Soit E 'espace vectoriel réel des suites de R.

(1) Soit S' = {(un)n € E: u, =0 sin est pair}. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de E.
(2) Soit 8" ={(up)n € E: up >0, ¥n € N}. Est-ce un s.e.v. de E?

(3) Soit T = {(un)n € E: ¥n > 1,uy + up—1 = 0}. Est-ce un s.e.v. de E?

(4) Soit W = {(un)n € E: u, =a", a € R}. Est-ce un s.e.v. de E?

Exercice 2.7. Soient F un K-espace vectoriel, A € K et x € E. Montrer que
Az =0g < AX=0ouzx=0g.

Exercice 2.8. Montrer que F = {z = (21,22, 23) € R3, 21 + 220 = 0,23 — 21 = 0} est un sous-espace
vectoriel (s.e.v.) de R?® muni du corps K = R.



Exercice 2.9. Soit R,[X] 'ensemble des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
i) Montrer que (R,[X],+,.) est un s.e.v de I’espace vectoriel des polynémes & coefficients réels.
ii) Les sous-ensembles suivants sont-ils des s.e.v de R,,[X]?

a) F1 = {P € Rn[X] | P(3) = O}

b) Fy ={P eR,[X]| P(0) = P(3)}

c) F5s={P eR,[X]| P(3) > P(0)}

d) Fy={P € Ry[X] | Y(z,y) € Rz £y = P(x) # P(y)}

e) F5s ={P eR,[X]|Vz eR, Plx)=P(—z)}

Exercice 2.10. Soit F l’ensemble de toutes les applications de R dans R. Les sous-ensembles suivants
sont-ils des s.e.v. de E? Justifier votre réponse.

F, = {f€E:f continue} Rep : oui
Fy,= {f€E:f paire} Rep : oui
F;= {f € FE: f croissante} Rep : non

Fy= {feE:f=fy—f_, avec fr et f_ croissantes}
Fs; = {f€E: fpolynome de degré n}

Fs= {f € E: fpolynéme de degré < n}

F; = {f € E: f ne prend quun nombre fini de valeurs}

Exercice 2.11. Les s.e.v. suivants de R3 sont-ils en somme directe ?

{z1 = —x2} et {z1 + 29 — 225 =0}
{1 = —22} et {1 = 0,29 — z3 = 0}

Exercices d’entrainement.

Exercice 2.12 (facile). Montrer que F = {z = (21,22, 73) € R3, 21 = —x2} est un sous-espace vectoriel
de R3 muni du corps K = R.

Exercice 2.13 (facile). On considere I'espace vectoriel réel R?.

(1) Montrer que {(z,y) : y = 4z} est un sous-espace vectoriel de RZ.

(2) L’ensemble {(x,y) : y = 4x + 5} est-il un sous-espace vectoriel de R? ?

(3) L’ensemble {(z,y) : y =42} U {(x,y) : # = 0} est-il un sous-espace vectoriel de R? ?
(4) L’ensemble {(z,y) : y = 4a} + {(x,y) : @ = 0} est-il un sous-espace vectoriel de R? ?

Exercice 2.14 (facile). Soient dans R? les sous-ensembles suivants :

E, = {(z,y,2):x+y—z>0},
Ey, = {(z,y,2):xy+yz =0},

Es = {(z,y,2):2—3y+4z =1},
E, = {(z,y,2):2°+y—2=0},
Es = {(z,y,2):2—3y+4z =0},

Es = {0} xR x{0}.
Sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?
Exercice 2.15 (moyen). Soient E un e.v. et L, M, N trois s.e.v de E. Démontrer que
(LNM)+(LNN)CLN(M+N)
mais qu’'on n’a pas forcément
(LNM)+(LNN)=LNn(M+N).
Démontrer aussi que

McL= (LNM)+(LNN)=LnN(M+N)



mais qu’on n’a pas forcément
L+(MnNN)=(L+M)n(L+N)
Remarque: pour les contre-exemples, on peut se placer dans F = R2.

Exercice 2.16 (difficile). Soit F un espace vectoriel.

i) Soient F' et G deux s.e.v. de E. On suppose qu'il existe (u,v) € F x G tel que v € F\G et v e G\ F.
Construire un vecteur w de F qui n’appartienne ni & F' ni a G.

ii) Soient F} et Fy deux s.e.v de FE tels que E = Fy U F5. Montrer alors que E = F} ou E = F.

Exercice 2.17 (difficile). Soit E un e.v. Les propriétés suivantes sont elles vraies ou fausses ? Pourquoi
?
i) Si F et G sont deux s.e.v. de E, alors
FUGestunsev.de E & FCGouGCF
(on utilisera l'exercice 2.16).

ii) Soit F' un s.e.v. de F tel que F' # F et soit F° = {x € E | z ¢ F} le complémentaire de F. Alors
vect(F°) = E.
Exercice 2.18 (facile). Dans E = R3, on pose
A={(z1,10,23) €ER® | 2y = a2}, B={(x1,72,23) ER® | 203 =21 + 25}
C = {(x1,79,23) ER® | 21+ 22 =0} et D = {(21,22,73) €R® | 7 =0, xy = x3}.
(1) Vérifier que A, B,C et D sont des s.e.v. de E.

(2) A et B sont-ils des s.e.v. supplémentaires?
(3) C et D sont-ils des s.e.v. supplémentaires?

Exercice 2.19 (facile). Soit E l'espace vectoriel des applications de R dans R. Soient F = {f €
E | f est paire } et G ={f € E | f est impaire }.

i) Soit f € E. Montrer que la fonction h : z — 3 (f(z) + f(—x)) est paire. De facon similaire, construire
une fonction impaire a partir de f.

ii) Quel est I’élément neutre de E? Montrer que E = F & G.

Exercice 2.20 (moyen). Soient F un e.v. et F,G, H trois s.e.v. de FE telsque E = F® G et FF C H.
Montrer que H = F & (GN H).



3. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE.

Exercices fondamentaux

Exercice 3.1. i) Soient E; et Es deux s.e.v d’'un K-espace vectoriel E. Montrer que F1 N Fs est un
espace vectoriel.

ii) On counsideére x1,xa,...,x,, n vecteurs de l'espace vectoriel E. On appelle vect{z1,zs,...,2z,}
Pensemble des combinaisons linéaires des vecteurs x1,...,x,, c'est-a-dire que = € vect{x1,z2,..., 2z}
si et seulement si il existe A1,...\,, dans K tels que x = A\x1 + Aoxs + ... + A\px,. Montrer que
vect{x1,xa,...,2,} est un s.e.v de E.

iii) Montrer que si un s.e.v. F de E contient les n vecteurs x1, za,...,x, alors vect{zy,xs,..., oy} est
inclus dans F.

iv) En déduire que vect{xy,za,...,z,} est le plus petit espace vectoriel contenant {x1,za,...,z,}.

Exercice 3.2. Soit £ un K-e.v. de dimension n.
(1) Soit {eq, ..., ep} une famille libre de vecteurs de E. Quelle relation existe-t’il entre p et n?
(2) Soit {v1,...,vp} une famille génératrice de vecteurs de E. Quelle relation existe-t’il entre p et n?

Exercice 3.3. On considere les vecteurs suivants de R? :
u=(1,-2,0,3), v=(-1,2,1,-1) et w=(1,3,-2,0).
(1) Calculer les combinaisons linéaires suivantes :
2utv4+w ; 2u+v)+w ; u—v+ 3w
(2) Déterminer \; € R, i = 1,2, 3, de telle sorte que le vecteur A\ju+ Av+ Azw ait ses deux derniéres

composantes nulles.

Exercice 3.4. Soient les familles de vecteurs :
(2) {(-1,0,2), (1,3,1), (0,1,-1)};
(3) {(157 7277 767 12)7 (727 %7 17 72)}7

(4) {(_L 2, 1’ 4)7 (07 33 _1, 2)7 (_23 13 37 6)}
Ces familles de vecteurs sont-elles libres ou liées ?

Exercice 3.5. Soient
a = (27 33 71)7 b= (13 71> 72)3 c= (37 77 0)) d= (5707 77)

(1) Démontrer que les s.e.v. engendrés par a et b d’une part, ¢ et d d’autre part, sont identiques et
déterminer leur dimension.

(2) Compléter {a,b} pour obtenir une base de R3.

(3) Compléter {c,d} pour obtenir une base de R?.

Exercice 3.6. Soient e; = (1,2,3,4), ea = (1,1,1,3), e3 = (2,1,1,1), e4 = (—1,0,—1,2), e5 = (2,3,0,1)
des vecteurs de R*, et U = vect(ey, ea,e3), V = vect(ey, e5).
Déterminer une base et la dimension de U, V,U + V, U NV.

Exercice 3.7. Soient e; = (1,0,2,2), ea = (—1,1,3,-2), e3 = (2,—1,5,0) des vecteurs de R*.
i) Déterminer le rang de (eg, ea, €3)
ii) Déterminer une base de V = vect({e1, 2, e3}) que 'on complétera en une base de R*.

Exercices d’entrainement.

Exercice 3.8 (facile). Soient les vecteurs de R3 :
(1) A=(,2,-1), B=(1,0,1), C=(-1,2,-3);



(2) A=(-1,2,5), B=1(2,3,4), C=(7,0,-7);
_ _ _ (3 _11
(3) A_(1737_2)7 B_(3a27_6)7 C—(§7_§»_ )
Montrer que les vecteurs A, B et C sont linéairement dépendants et écrire la relation liant ces trois
vecteurs.

Exercice 3.9 (facile). Soient u = (2,1), v = (=1,2), w = (1,3). Montrer que vect({u,v,w}) = R2.
Exprimer tout vecteur x = (1, 2) de R? comme combinaison linéaire de u, v et w. Cette décomposition
est-elle unique ?

Exercice 3.10 (facile). Déterminer une base et la dimension des s.e.v. de R* engendrés par la famille

{Xi}:

(1) X1 =(2,1,3,1), X =(1,2,0,1), X5 = (—1,1,-3,0).
2) X, (2,1,3, 1), Xo = (—1,1,-3,1), X5 = (4,5,3,—1), X1 = (1,5,—3,1).
(3) X1 =(0,1,-2,1), X5 =1(4,1,3,0), X5 =(-2,1,-1,1), X4 =(0,3,1,2).
Exercice 3.11 (facile). Soient e; = (0,1,0,4), e2 = (0,144,0,—1+1i), e3 = (0,1,1,1), es = (0,2,1,1+7%)

et es = (0,1 —i,—14,0) des vecteurs de (C4 (con81déré comme C-espace vectoriel). Déterminer le rang de
la famille (eq, eq, e3,€4), et trouver une base du s.e.v. qu’ils engendrent.

Exercice 3.12 (facile). Vérifier que les vecteurs e; = (1,2,—1,-2), ex = (2,3,0,—1), e3 = (1,3,—1,0)
et eq = (1,2,1,4) de R* sont linéairement indépendants. Calculer les coordonnées de x = (7,14, —1, —2)
dans la base (e1, €2, e3,€4).

Exercice 3.13 (facile). Les familles suivantes sont-elles libres dans I’espace vectoriel E = F(R;R)?

A= {sinz, sin2z, sin3z};
B = {1, cosz, cos’z, cos2z,cos?2x};
C = {1, sinz, sin2z, cosz, cos2z, sin3z, cos3z}.

Exercice 3.14. « et § étant deux nombres complexes (8 # 0), on consideére I'ensemble S des suites
(un)nen de nombres complexes définies par leurs premiers termes ug, u; et la relation de récurrence :

Up = QUp—1 + Blp_2
pour tout n > 2.

(1) Montrer que S est un C-espace vectoriel de dimension 2.
(2) Y-a-t-il dans S des suites géométriques?
(3) En distinguant les deux cas a? + 48 # 0 et o + 43 = 0, déterminer complétement les éléments

de S.
(4) Exemples numériques:

(a) a=p=1, up =uy; = 1. (Fibonacci);

(b) a=2kcosep, B=—k? up=1, uy = kcos¢ (k, ¢ réels);

(c) a=2t, =1, up=uy = 1.

Exercice 3.15 (moyen). Soit F un e.v. et F, G deux s.e.v. de E de dimension finie. Montrer que F'+G
est directe si et seulement si dim F' + dim G = dim(F + G).

(On pourra considérer une base (eq,- - ,e,) de FNG qu’on complete par (f1,- -+, fin) en une base de
F et par (g1, - ,gx) en une base de G. )

Exercice 3.16 (moyen). Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E.

i) “Lemme d’échange”. Soient a, b € E tels que a € vect(A U {b}) et a ¢ vect A. Montrer que
b € vect(AU {a}).

ii) On munit R® de sa base canonique (ey, ez, e3). On remarque que le vecteur y := (1,7, 1/2) appartient
a vect(e, ea, e3). Démontrer que y ¢ vect(er, es) et en déduire que e3 € vect(eq, e, y).



4. APPLICATIONS LINEAIRES.

Exercices fondamentaux

Exercice 4.1. Soit f : R? — R? définie par

flz,y,2) = A +y,y+Az), AeR.
Montrer que f est une application linéaire quel que soit le parametre A € R et déterminer Ker(f) le noyau
de f.
Exercice 4.2. Parmi les applications suivantes, déterminer celles qui sont linéaires :
(1) fRP R (2,y,2) = (@ +y,y+22-1);
(2) g:R? - R3, (z,y) — (z,y,a), a € R;
Dans le cas (2), discuter suivant les valeurs du parametre réel a.
Exercice 4.3. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, ¢ : £ — F une application linéaire et un
sous-ensemble {x1,...,z,} de vecteurs de E. Montrer que

o(vect({xy,...,xn}) = vect({p(z1), ..., 0(xn)}).
Exercice 4.4. Soit f : R* — R I'application linéaire définie par
f(1,0,0,0) =0, f(0,1,0,0) = -1, f(0,0,1,0) =1, f(0,0,0,1) = —1.

Calculer f(x), z € R%, et déterminer Ker f. L’application f est-elle injective?

Exercice 4.5. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et ¢ : E — F une application linéaire.

(1) Soit E’ un sous-espace vectoriel de E. Montrer que ¢(E’) est un sous-espace vectoriel de F.
(2) Montrer que le sous-ensemble Ker(¢) = ¢~} ({0r}) = {z € E, ¢(z) = 0r} de E, appelé noyau
de l'application ¢, est un sous-espace vectoriel de F.

Applications linéaires sur les espaces des fonctions et des polynémes:
Exercice 4.6. Soient E et I’ deux R-espaces vectoriels. Quelles sont, parmi les situations suivantes,
celles ou ¢ : E — F est une application linéaire :

(1) soient G un R-espace vectoriel, f : E — G et g : G — F deux applications linéaires et ¢ = go f ;
(2) soient f: F — E une application linéaire bijective et ¢ = f~1 ;
(3) soient E = F le R-espace vectoriel des applications de f : R — R infiniment dérivables sur R,
(a) g € E fixé et
VreR, VfeE, o(f)(x)=gof(z);
(b)

()

VeeR, VfeE, o(f)(@)=/[(2);

VreR, Vfek, @(f)(x)/ogﬂf(t)dt.

Exercices d’entrainement.

Exercice 4.7 (facile). Parmi les applications suivantes, déterminer celles qui sont linéaires :
(3) R - R, (@, y) = flz,y) = 2z —y,y,2) ;
(4) h:R? — R? (x,y) — h(z,y) = (ax +y +a,z —ay — a), a € R.

Dans le cas (4), discuter suivant les valeurs du parametre réel a.



Exercice 4.8 (facile). Soit f : R* — R I'application linéaire définie par
f(17 ]‘3050) = 07 f(0717 ]"O) = 717 f(()?()? 1’ 1) = ]‘7 f(17070?2) = 71'
Calculer f(x), x € R*, et déterminer Ker f. L’application f est-elle injective?

Exercice 4.9 (facile). Soit f : R® — R? 'application linéaire définie par f(e;) = e; + ez + e3, f(es) =
—e1+ea, f(ez) = —e;—ea+es, ol (eg, s, e3) est la base canonique de R3. Calculer f(z), x = (71,2, 23).
Montrer que f est inversible et calculer f~!(e;), j =1,2,3.

Exercice 4.10 (facile). Soit f : R® — R? I'application définie par
(z1,22,23) — (21 + 22 — T3, =221 — 2 + 373, 71 — 273)
Montrer qu’elle est linéaire, et calculer une base de Im(f), Ker(f).

Exercice 4.11 (facile). E étant un espace vectoriel et p un endomorphisme de E, on dit que p est un
projecteur si pop = p.
Pour F' et G deux s.e.v de E tels que £ = F & G, on définit I'application f par:

I E=F¢G — E
L orx=y+z — Y.

i) Montrer que f est une application linéaire. Donner son image et son noyau. Vérifier que f est un
projecteur. (On dit que f est le projecteur sur F parallelement & G.)
ii) Réciproquement, montrer que si p est un projecteur on a

E =1Im(p) & Ker(p) .

Exercice 4.12 (moyen). Soit f: E — E une application linéaire, F, G deux s.e.v. de E.
i) Montrer que f(F +G) = f(F)+ f(G). Sila somme F+G est directe, en est-il de méme de f(F')+ f(G)
5
Indication: Considérer f : R* — R? définie par f((1,1)) = (1,1), f((1,—1)) = 0 qui est la projection
sur F} = vect(1, 1) parallélement & Fi- (e.v. orthogonal & Fy).

Meéme question dans le cas ou f est injective.
ii) Montrer que f~1(F)+ f~1(G) C f~1(F + G). Donner un exemple ou I'inclusion est stricte
Indication: On utilisera celui de la question i) avec F, G distincts de Fy, Fi-.

Si la somme F+G est directe, en est-il de méme de f~1(F) + f~1(G) ? (méme exemple !).

Meéme question dans le cas ou f est injective.

Exercice 4.13 (moyen). Soit E lespace vectoriel des fonctions continues de R dans R. On définit
I’application
E - E
Y p e () telle que Vi € R, (f) () = [ F(t)dt .
i) Montrer que v est une application linéaire. Est-elle injective?
il) (“question difficile”) Montrer que 1 n’est pas surjective.
Indication: montrer que t(f) est dérivable.

Exercice 4.14 (facile). A tout polynéme P € E = R, [X] (polynémes de degré < n, ) on associe le
polynome Q = —(X? — 1)P" + (2X + 1)P’' (P'= dérivée de P. )
Montrer que 'application
FE —FE
e P —qQ

est linéaire. Est-elle injective? Est-elle surjective 7 Déterminer son image.

Exercice 4.15 (difficile). Soit f : E — FE linéaire, E e.v. sur K = R ou C. On suppose que Vx €
E, I\, € K, f(xz) = Azz. Montrer que f est une homothétie, i.e. I\ € K (indépendant de z) tel que
Ve e E, f(z)= Az



Exercice 4.16 (moyen). Soit f : E — E une application linéaire. On suppose que f admet un inverse
a gauche, i.e. g: F — FE telle que fog=1.
i) Montrer que f est surjective.
i) On suppose que F est de dimension finie. Montrer que f est injective. En déduire que f est inversible,
et que g = f~ L
iii) Soit By C RN D’espace des suites réelles nulles & partir d'un certain rang. Pour i € N, on note
e; =(0,---,0,1,0---) (le 1 est & la ™ place). Montrer que (e;);en est une base de Ej.

Soit f : Ey — Ep l'application linéaire définie par f(e;) = 0 et f(e;y1) = €;, @ > 0. Montrer qu’il
existe g : By — Ey telle que f o g = I, mais que f n’est pas inversible.



5. IMAGE, NOYAU, RANG.

Exercices fondamentaux

Exercice 5.1. Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels, ¢ : E — F une application linéaire et un
sous-ensemble {x1,...,2,} de vecteurs de E. Montrer que

p(vect({z1,...,zn}) = vect({@(x1),. .., p(zn)}).

Exercice 5.2. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et ¢ : E — F une application linéaire. Montrer
I’équivalence entre les propriétés :

(1) (a) @ est injective ;

(b) Ker() = {05}

(c) pour toute famille libre (eq,...,e,) de E, (p(e1),...,¢(e,)) est une famille libre de F

(d) il existe une base (eq,...,e,) de E telle que (p(e1),...,¢(e,)) est une famille libre de F.

(2) (a) ¢ est surjective ;

(b) pour toute famille génératrice (e, ..., e,) de E, (p(e1), ..., ¢(en)) est une famille génératrice
de F ;

(c) il existe une base (e1,...,e,) de E telle que (p(e1),...,¢(e,)) est une famille génératrice
de F.

Exercice 5.3. Soient E un K-espace vectoriel et ¢ : E — E une application linéaire (endomorphisme
de F). Montrer que

(1)
Im(yp) = Im(p?) = E = Ker(p) + Im(y).
(2)
Ker(p) = Ker(¢?) = Ker(p) NIm(p) = {0g}.
3)
E =Ker(p) @ Im(¢) = Ker(p) = Ker(¢?) et Im(p) = Im(¢?).

(4) Les réciproques de ces propriétés sont-elles vraies ?
Exercice 5.4. Soit f : R? — R3 l'application définie par
(z1,m2,73) = (T1 — 73,71 + T2, 272 + 273)

Montrer qu’elle est linéaire. Donner une base de Ker(f), calculer la dimension de Im(f) puis donner une
base de Im(f).

Exercice 5.5. Soient f, g : E — FE deux applications linéaires. Montrer que

rang(g o f) < inf (vang(g), rang(/))

Exercice 5.6 (moyen). Soient f, g: F — E deux applications linéaires.

a) Montrer que Kerf C Kerg o f. Montrer que Kerf = Ker(g o f) si et seulement si Imf N Kerg = {0}.
b) Montrer que Im(g o f) C Img. Montrer que Img o f = Imyg si et seulement Imf + Kerg = E.

¢) En déduire que si fo f = f, alors E = Im(f) @ Ker(f). Montrer par un contre-exemple que la
réciproque est fausse.

Exercice 5.7. Soit R3[X] I'espace vectoriel des polyndémes & coefficients réels de degré inférieur ou égal
a 3.

i) Montrer que (X, X —1,X2+1,2X2 — 3X + 1) n’est pas une famille libre.

ii) Montrer que (X, X — 1, X?) est une famille libre.

iii) Montrer que (1, X, X% —1,(X? — 1)(X + 1)) est une base de R3[X].



iv) On définit les applications g et r de la fagon suivante: Pour tout polynéme P, ¢(P) est le quotient de
la division euclidienne de P par X2 — 1, et 7(P) est le reste de la division euclidienne de P par X2 — 1.
Montrer que ¢ et r sont des applications linéaires de R3[X] dans R3[X].

v) Donner des bases de I'image et du noyau pour ¢ et pour r.

Exercice 5.8. On définit un endomorphisme f de R3 par la donnée des composantes (X, Y, Z) du vecteur
f(u) dans la base canonique en fonction des composantes (x,y, z) du vecteur v dans la base canonique:

X=(m—-2)x+2y—2z Y=2x+my+2z Z=2mzr+2(m+1y+(m+1)z,

ol m est un parameétre réel fixé).
Montrer que le rang de f est égal a 3, sauf pour des valeurs particulieres de m que I'on déterminera.
Pour ces valeurs, préciser le rang et définir f(R3).

Exercices d’entrainement.

Exercice 5.9 (facile). Soit F = R, [X] comme ci-dessus, et f l'application linéaire f : £ — E, P — Q,
Q(X)=P(X +1) — P(X). Déterminer Kerf. On définit e; € E par eg =l et e; = X(X —1)--- (X —
j+1), j > 1. Montrer que (e;)o<;<n €st une base de E, calculer f(e;) pour tout j et en déduire une
base de Imf.

Exercice 5.10 (facile). On définit un endomorphisme f de R* par la donnée des composantes X,Y, Z, T
du vecteur f(u) (dans la base canonique), en fonction des composantes z,y, z,t du vecteur u (dans la
base canonique).

= z4+y+z—1

—x+y—2z—1

= rz—y—z—1t

= —zrz—y+z2z+3t

Déterminer le rang de f et définir f(R*). Montrer que f(R*) n’a pas de point commun avec le domaine
D={X>0Y >0,Z>0,T>0}.

NN
I

Exercice 5.11 (moyen). Soit xg,..., 2, des réels deux a deux distincts. On définit ’application ¢ :
R,[X] — R"*! par ¢(P) := (P(xo), ..., P(z,)) pour tout polynome P € R,,[X].

i) Démontrer que ¢ est linéaire.

ii) Démontrer que ¢ est injective.

iii) En déduire que pour toute fonction f : R — R, il existe un unique polynome P € R, [X] tel que
P(z;) = f(z;) pour tout i € {0,...,n}.

iv) Etant donnée une fonction f : R — R, le polynome P défini & la question précédente est le polynome
d’interpolation de Lagrange associé a f aux points xq, ..., x,. Démontrer qu’il est donné par la formule
suivante:

n

PO =3 (s [ 2=

T — Ty
i=0 0<j<ngz#i = * Y




6. CALCUL MATRICIEL - RANG D’UNE MATRICE - SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 6.1. Soit f : R® — R? 'application linéaire définie par f(x1, 2, x3) = (x1 — o2, 73, T2 + 23).
(1) Déterminer les images des vecteurs de le base canonique.
(2) Ecrire la matrice A de f relativement & la base canonique.
Exercice 6.2. Soit ¢ : R? — R3 Iapplication linéaire satisfaisant
pler) = (3,1,4), @ler+2e2) =(5,0,1) et p(e1 + ez + 3e3) = (-1,3,0)
ot {e1,ea,e3} désigne la base canonique de R3. Déterminer completement ¢ et écrire la matrice A de

I’application ¢ relativement a la base canonique.

Exercice 6.3. Calcul Matriciel: Quelques pieges a éviter.
i) On donne les matrices suivantes

1 -3 2 1 4 1 0 2 1 -1 =2
A= 2 1 -3 B = 2 1 1 1 C = 3 -2 -1 -1
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 =5 -1 0
Calculer A(B — C)
ii) Soit
1 2 3 1 -1 1
M= 2 4 6 et N=1[ -3 2 -1
1 2 3 -2 1 0
Calculer MN et NM.
iii) Soit
2 3 -2
D= 2 0 1
8 6 —2

Calculer D? et D3.
iv) Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n. Développer (A + B)2.

Exercice 6.4. Calculer le rang des matrices suivantes:

1 0 01 0

A o= | -1 1|, 4 = 100,A3=(i§_§),
0 2 0 0 1
0 1 0

A4 - ( 1 1 >a A5 = (17233)7 A6 = < 1 >

Exercice 6.5. Donner les formes canoniques ligne des matrices suivantes (opérations sur les lignes
uniquement) et en déduire leur rang.

3 4 5 6 7
1 2 3 2 251)411 4 5 6 7 8
P=(2351),Q=|7] ¢ | .L=[5 6 7 89
1 3 45 5 o 1 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19
6 3 —4 1 2 3 4
A_((2)22>,B_<é§:i>,0_ -4 1 -6 |, D=3 41 2],
1 2 —5 4 3 1 2



1 2 1 0
01 3 -2 3 2 1 2 T
E= 2 1 —4 3 , F= 2 -1 2 ) , G= ,
2 =2 1 0 2
2 3 2 -1 5 6 3 2 1 1 -1 -3 3
1 3 -1 -3
Exercice 6.6. Le systeme suivant a-t-il des solutions?
—1 2 11
2 -1 10
1 0|1
1 1 1

Exercice 6.7. Etudier l'existence et I'unicité des solutions des systemes linéaires Ax = by et Ax = by
notés globalement A|bybs:

2 1 2 0 3|1 2
5 0 1 0 3|2 1
1 0 3 0 5|2 3
1 -1 0 0 1 1 1
Préciser les équations principales et inconnues principales.
Exercice 6.8. Les systémes linéaires Az = by,... , Ax = by sont notés globalement A|b;babsby.
12 3 4|11 2 0 3
313 112 210
321 01]3 201
02 0 214 100

Etudier 'existence et 'unicité des solutions de ces systemes. Donner les équations principales et inconnues
principales.

Exercice 6.9. Déterminer suivant les valeurs de m € R I’ensemble des solutions du systeme d’équations :
I-m)z+2m+1y+2m+2)z=m
mx +my = 2m + 2 .
20+ (m+ 1y + (m—1)z=m?—2m+9

Exercice 6.10. Discuter, en fonction des parametres a, b, ¢ et m, le rang des matrices suivantes:

B SNy
S=1| b+c c+a a+d , T =

b b m 3 =2 0

C ca a 10 -4 3
1-m 2 1-m 2m+1 1 a 1 b
_ 0 m-+1 0 3m+1 _ a 1 b 1
U= 1 3 14+m 4 » V= 1 1 a
m 2m +1 m 2m +1 b 1 a 1

Exercice 6.11. Déterminer en fonction de « et n le rang des matrices suivantes de M(C) (n > 2).

-1 « 0o ... 0 0

0 -1 a ... 0 0
n— 0 0o -1 ... 0 0 7

0 0 o ... -1 o

e
o
o
o
I
—_



0 14+« 1

1 0 1+«

g 1 1 0
1 1 1

1+« 1 1

Exercice 6.12. Calculer 'inverse des matrices suivantes

1 2 3 4
2 3 01 2 3
A‘(14)’B_0012
0 0 01
1 1 1 1
2 -3 =2 2
D= -1 -3 -2 =2 » B
3 1 -1 0
ap 0 ... 0
F= 0 (65)
0 0 fe7%

1 1
1 1
1 1
0 1+«
1 0
1 3
, C= 1 4
1 3
2 4 3 2
|1 3 6 5 2
o 2 5 2 =3
4 5 14 14

, (avec T a; #0) .

=~ W

)



7. DETERMINANTS

Exercice 7.1. Montrer, sans le développer, que le déterminant suivant est nul

84 35 62
8 3 6
4 5 2
Exercice 7.2. Factoriser le polynéme en x
z a b
a z b
a b =z

Exercice 7.3. Calculer les déterminants suivants

1 1 1 l+a 1 1 a+b ab a?+ b
cosa cosb cosc | , 1 1+ 1 , b4+c bc b2+
sina sinb sinc 1 1 1+c¢ c+a ca c?+a®

Exercice 7.4. a, b, c étant des réels, calculer le déterminant

1 1 1 1
1 1 cosc cosb
1 cosc 1 cosa
1 cosb cosa 1

A:

(on donnera le résultat sous la forme d’un produit de sinus).

Exercice 7.5. Soit w = cos(27/3) + isin(27/3). Montrer que 1 + w + w? = 0.

Calculer
o w 1 1 1
D:‘l ' et D=1 w w?
1 w? w
Exercice 7.6. Démontrer que 'on a, pour a, b et ¢ réels, 1’égalité
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b =(a+b+c).
2c 2c c—a—>b

Exercice 7.7. Sachant qu’entre les cotés a, b, ¢ et les angles A, B, C d’un triangle existent les relations
a=bcosC+ccosB, b=ccosA+acosC, c=acosB+bcosA,

trouver une relation liant les cosinus des angles A, B et C.

Exercice 7.8. i) Calculer

a 1 a 1 1

Ay = et A3=|1 a 1
1 a

1 1 a

ii) Calculer A,,, déterminant de la matrice carrée d’ordre n dont tous les éléments de la diagonale
principale sont égaux a a, et tous les autres éléments sont égaux a 1.



Exercice 7.9. Calculer les déterminantes suivants:

2 1 3 123 > T
2 6 7 9
2 1 _1 9 _3 1 2 ’ ’
2o DI 8 10 11 5
13 3 2 16
246 427 327 13547 13647
1014 543 443 |, | 50 00 oemo3
—342 721 621

Exercice 7.10. Les nombres 204, 527 et 255 étant divisibles par 17, montrer que le déterminant
2 0 4
5 2 7 | est aussi divisible par 17.
2 5 5

Exercice 7.11. Montrer, sans les développer, que les déterminants suivants sont nuls

1 1 1 a? (a+1)? (a+2)? (a+3)?2
v (b+1)2 (b+2)? (b+3)?

D, = a b c et Dy =
1 b+c c+a a+b ’ ¢ (e+1)? (c+2)? (c+3)?
d> (d+1)* (d+2)? (d+3)?

Exercice 7.12. Calculer a 'aide des déterminants les inverses des matrices

2 2 3
A= ( ; g > , B= 1 -1 0
-1 2 1
Réponses:
1 -4 -3
A1:<22 12),3—1= 1 -5 =3
-1 6 4

Exercice 7.13. Calculer, & ’aide des déterminants, les inverses des matrices suivantes

1 1 1
A= a b c
b+c c+a a-+bd

Exercice 7.14. i) Soit A =

_ = O

1 1
0 1 |. Calculer A%, en déduire que A est inversible et calculer A~!.
10

Retrouver A~! & l'aide des déterminants.
ii) Montrer que pour tout n € N'\ {0}, il existe un unique couple (u,,v,) de réels tels que

A" = u, A+ v, 1

iii) On pose «, = 2uy, + v, et B, = up — v,. Déterminer (a,, 8,), puis (un, vy, ), puis calculer A™.

Exercice 7.15. Déterminer lorsqu’elles existent, les inverses des matrices suivantes (discuter suivant les
valeurs de a, b et ¢).

! ! 1 a a?
1 14ae 1 1 B )
P=11 1 1+p 1 , @= 1b b2 ’

11 1 14c ¢ c



1—2;& 1~b+a Z 2 a—b—c 2a 2a
R = , S= 2b b—a—c 2b ,
@ b l+a b 2c 2¢c c—a—2>b
b b 1+4+a

Exercice 7.16. Déterminer les inverses des matrices d’ordre n suivantes

1 1 1 ... 1 1 2 3 ... n
0 1 1 ... 1 0 1 2 ... n—-1
= 0o o 1 ... 1|, u=l0 0o 1 ... n-2],
o o0 ... 0 1 o 0 ... 0 1
et
1 1 1 1
0 2 1 1
v=| 0o o 3 1],
0 0 0 n
2 31 2c4+3y+z = 9
Exercice 7.17. Soit la matrice A= 1 2 3 | etlesysteme (S)< z+2y+3z = 6
31 2 3r+y+2 = 8

i) Effectuer en parallele les deux calculs suivants:

- Résolution de (S);

- Calcul de A~ .
ii) Calculer B = (A — 613)(A% + 313) et en déduire une autre maniere de calculer A1
iii) Calculer A~! & I’aide des déterminants.

Exercice 7.18. Soit la matrice
m—1 1 -1

A= 2 m 1
m 1-m m

et le systeéme (S) suivant

m—Dz+y—=z = m
2r+my + 2 = 3
mr+ (1—m)y+mz = m?

i) Résoudre le systeme (S) en discutant suivant les valeurs de m.

ii) On suppose que m # +1. Montrer alors que A est inversible et préciser A1,

iii) Sachant que (A— (m+1)I3)(A%2+2(1—m)A+ (m? —1)I3) = 0, en déduire une autre fagon de calculer
A=Y (pour m # +1.

iv) Pour m = 0 calculer A™! & l'aide des déterminants.



8. CHANGEMENT DE BASE

1 2 -2
Exercice 8.1. Soit la matrice réelle A = 2 1 -2
2 2 -3

i) Calculer le rang de A. En déduire que A est inversible.
ii) Calculer A1
e a) En considérant que A est une matrice de changement de base.
e b) En considérant que A est la matrice d’un endomorphisme f de R® et en calculant f~*.
e ¢) Retrouver le résultat & 'aide des transformations de Gauss-Jordan sur la matrice augmentée
A|T
iii) Calculer A™, n € N*.

Exercice 8.2. Soit I'application linéaire f : R3 — R3 définie par

f(‘r7y7z):(yiz7ziz7xiy) .

i) Donner les matrices de f dans les bases suivantes de R3

a) By = (e, e2,e3) est la base canonique.

b) B2 = (bl,b27bg)7 avec b1 = €3, b2 = e, b3 = €2.

c) Bs = (c1,¢2,c3), ol ¢ = €1, 3 = €1 + ea, c3 = e1 + ea + e, par un calcul direct, puis en utilisant
les matrices de changement de base.

0 10
ii) Montrer que la matrice A’ = -1 -1 0 représente l'application linéaire f : E — F, ou
1 0 0

E = F =R3, dans des bases By de E et Bs de F que I'on précisera.

Exercice 8.3. Soit ’'endomorphisme f : R?® — R3 représenté dans la base canonique B = (e1, ez, e3) de

2 0 0
R3 par la matrice A= | 1 3 -1
1 1 1

i) Montrer que B’ = (¢}, ¢, e3) = (ea + e3,e1 + e3,e1 + €2) est une base de R?. Calculer la matrice A de
f dans la base B’.

ii) Calculer en fonction de n € N* les coefficients de la matrice A”. En déduire 'expression de A™.

iii) On consideére les suites réelles (x,,), (yn) et (z,) définies par xop = yo = 20 = 1 et pour tout n € N,
Tptl = 2%n, Ynt1 = Tn + 3Yn — 2n €t 2nt1 = Ty + Yo + 25 Calculer z,,, y, et z, en fonction de n.

Exercice 8.4. Dans R?, trouver la matrice de passage P de la base canonique (er,es,e3) & la base
(€, ehreh) = ((0,1,1), (1,0,1), ((1,1,0)). calculer P,

Exercice 8.5. i) Montrer que

By =((1,2,1),(2,3,3),(3,7,1))
et

By = ((3,1,4),(5,2,3),(1,1,-5))
sont des bases de R?. calculer la matrice de passage de B; vers Bs.
ii) Méme question que précedemment dans R* avec
Bl = ((17 17 17 1)’ (17 27 17 1)’ (17 17 27 1)? (17 37 2a 3)) et
By = ((1,0,3,3), (-2,-3,-5,-4),(2,2,5,4),(—-2,-3, -4, —4)).



Exercice 8.6. i) Montrer que les polynémes Ej, = X*(1 — X)"=* (k=0,1,...,n) forment une base B
de R, [X].

ii) Former la matrice de passage P de la base canonique (1, X, X2 ..., X") & la base B, ainsi que la
matrice inverse. Expliciter le cas n = 3. (pour P~ utiliser I'écriture X* = 17=FX*).

Exercice 8.7. i) Montrer que Z ok =2m.

k=0
ii) Soient Qo = 1, Qr = (X + 1)¥, k = 1,2,...,n. Montrer que B = (Qq,Q1,-..,Q,) est une base de
R, [X]. Quel est le coefficient de la matrice de passage de la base canonique (1, X, X2,..., X™) & la base

B? Quel est le coefficient de la matrice de passage de B a la base canonique?
iii) Soit p € N tel que 0 < p <n — 1. Soit (E,) I'’équation suivante

n

k! + 2% (k
Zmﬁ @ 4y + 3 —p)xkzl.

k=p+1
Soit (E,) I’équation suivante
n—1
Z 2%z, + (2" + nl)z, =14 n!
k=0
Résoudre le systeme a n + 1 équations et n 4+ 1 inconnues réelles =1, zo, ..., z, formé par les équations

(Eo), (E1), ..., Ep.

Indication: prendre pour inconnue auziliaire S =Y ._, 2"z} et utiliser les questions i) et i)

Exercice 8.8. Soit f un endomorphisme de R3. défini par
f(xayvz) = (7y - 6Za —x+ 4y72y - 2Z) .

i) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique B de R3.

ii) Soient u; = (9,3,2), us = (5,1,2) et uz = (4,2,1). Montrer que B’ = (uy,us,u3) est une base de R3,
et trouver la matrice de passage P de B vers B’

ili) Trouver la matrice A’ de f par rapport & la base B’.

Exercice 8.9. Soit R3[X] l'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal & 3. On définit
f: R3[X] — R3[X] par f(P)=(1—-X?)P" —-2XP".

i) Montrer que f est une application linéaire.

ii) Donner la matrice de f dans la base canonique (1, X, X2, X3).

iii) Calculer le rang de f.

iv) Donner une base de Kerf et de Imf.

v) Montrer que B’ = (X3,1 — X2, —2X,1) est une base de R3[X]. Calculer la matrice de f dans la base
B’

Exercice 8.10. Soient les applications linéaires f : R? — R? et g : R%2 — R3 définies par
flx,y,2) = (x+2y+ 32, y + 22) ,
et
g(z,y) = (r —y, * — 2y, z — 3y) .
i) Donner, dans les bases canoniques B = (by,by) de R? et C' = (cy, 2, c3) de R3 les matrices de f et g.
ii) Calculer les matrices de go f et fog dans les bases précédentes. En déduire 'expression de (gof)(z, vy, 2)
t (fog)(z,y).
iii) Calculer le rang de f, g, foget go f.
iv) Parmi les applications linéaires précédentes, préciser celles qui sont injectives, surjectives, bijectives.
v) Pour chaque application linéaire précédente, calculer le noyau et 'image.



v) Lorsque 'une de ces applications est bijective, calculer son application inverse et la matrice de cet
inverse dans la base canonique.

Exercice 8.11. Soit I'application linéaire f : R® — R? définie par
i) Trouver la matrice A de f dans la base canonique de R3.

ii) En écrivant A = 2I 4+ B (B a déterminer), calculer A”, n € N*.
iii) En déduire f™(z,y,z) ou f™ signifie ici f* = fo fo...o f, n fois.



9. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES - DIAGONALISATION - TRIGONALISATION

Exercice 9.1. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes:

2 1 1 2 1 1
A= 2 3 4|, A,=| 2 3 2
101 -2 3 3 4

Diagonaliser ces matrices.

Exercice 9.2. Exprimer A" sous la forme d’une matrice 2 x 2 (avec n entier positif)

(13

Exercice 9.3. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes:

2 1 3 4 -1 1

A=12 3|, 4=|1 3 1],
3 3 20 0 1 1
1 0 0 1 0 2

As=1|(2 3 1], A= -1 1 3
1 2 -1 0 -1 -1

Diagonaliser ces matrices.

Exercice 9.4. Trouver une matrice orthogonale @ telle que Q*AQ soit une matrice diagonale, avec

0 20
A= 2 0 0
0 01

Exercice 9.5. Pour les matrices suivantes, calculer les valeurs propres et les vecteurs propres. Diago-
naliser, quand c’est possible, sinon trigonaliser. Ecrire les matrices de passage qui permettent de passer
de la matrice de départ a sa forme réduite.

L[ 2 -1 1 -1 -1
A=-| -1 2 1| B=| -1 1 =1
3\ 21 21 2 R

1—it 0 2it 0

o 0 1—it 2t 0

0 0 1+it 0

0 0 0 1+it

Exercice 9.6. i) Montrer que si A est valeur propre de A, alors A" est valeur propre de A", n € N.

ii) Déterminer toutes les valeurs propres d’une matrice A € M,,(C) telle que A™ = I, pour un certain
n € N*,

iii) Montrer que si A est une matrice inversible, A et A~ ont mémes vecteurs propres. Donner les valeurs
propres de A~! en fonction de celles de A.

Exercice 9.7. On considere les matrices

00 1 010
A=10 1 0 |eMs® et B=[ 0 0 1 |eMsR).
100 100

i) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés des matrices A et B.
ii) Les matrices A et B sont-elles diagonalisables?
iii) Mémes questions si on consideére A et B dans M3(C).



Exercice 9.8. Soit B = (e1, e, e3) la base canonique du R-espace vectoriel R3. On considere I’application
linéaire qui & x = (21, x2, x3) associe y = (y1, Y2, y3) défini par

y1 = 43737
Yy2 = T1+2m2+ 13,
Yys = 2$1+41‘2—2$3.

i) Ecrire la matrice de f dans la base canonique.

ii) Calculer les valeurs propres de f. Vérifier que f est diagonalisable.

iii) Est-ce que f est un automorphisme?

iv) Calculer les vecteurs propres de f.

v) Soit B’ la base constituée des vecteurs propres (on ordonnera les vecteurs de B’ en respectant Iordre
croissant des valeurs propres). Ecrire la matrice de passage P de B vers B’. Calculer P~1.

vi) On consideére I'endomorphisme g défini par g = f3 — 9 f +idgs o1 on a noté f3 = fo fo f. Calculer
la matrice de g dans B’ puis calculer la matrice de g dans B.

1
Exercice 9.9. Soit f I’application de R3[X] dans R3[X] définie par f(P) = X>P <X
i) Vérifier que f(P) € R3(X). Montrer que f est un endomorphisme de R3[X]. Calculer f o f.
ii) Expliciter la matrice A associée & f dans la base canonique de R3[X]: B = (1, X, X2, X3).

iii) Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable?

13 16 16
Exercice 9.10. On considére la matrice A = | =5 =7 —6 | € M3(R). Montrer que A n’est pas
-6 -8 -7

diagonalisable. Trigonaliser A.

Exercice 9.11. On considere ry la rotation directe dans R? d’axe (Oz) et d’angle 6 # 7 + kn. Montrer
que 1y n’admet qu'une seule direction propre.



