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Exercice 1.

zlnax

Soit f la fonction de R dans R définie par f(x) :=e1-+.
1) Déterminer le domaine de définition D de f.

2) Déterminer le développement limité a l'ordre deux en 1 de Inz, puis le

zlnx

développement limité a 'ordre un en 1 de 2.
xX

3) Déterminer le développement limité a l'ordre un en —1 de I’ exponentielle,
puis le développement limité a 'ordre un en 1 de f. En déduire la valeur de

lim, 1 f(x).
Soit g et h les applications de | 0, 00 [ dans R définies par h(z) := 1—z+Inzx
puis g(z) := f(z) six # 1 et g(x) =lim, 1 f(x) six = 1.

4) La fonction g est-elle continue en 17

5) Calculer ¢'(x) pour tout x €]0,00] tel que x # 1. En utilisant la définition
de dérivée et la question 3), montrer que g est dérivable en 1 et calculer ¢'(1).

6) Calculer h'(x) pour tout x €]0, 00 [ puis lim, o h(z) et lim, o h(x). Enfin,
dresser le tableau de variation de h puis déterminer le signe de h.

7) En utilisant les question 5) et 6), déterminer le signe de ¢’. Calculer lim,_q g(x)
et lim, . g(z) et lim, .o ¢’(x), puis dresser le tableau de variation de g.
Exercice 2.

1) Factoriser les trois fonctions polynomiales a(z) := 42? + 4r + 1  puis
b(z) :=22°+5x+2 etenfin c(x):=2+4x+4.

Soit la relation de R vers R définie par: xRy ssi a(z)y* + 2b(x)y + c(x) = 0.
2) Montrer que R n’est pas une application de R vers R (on trouvera un point
@ qui n'a pas d’image, c’est a dire tel que l'ensemble {yer : xRy} est vide).

3) Montrer que R est une fonction de R vers R ( on montrera que tout point « a
au plus une image, c’est a dire que l’ensemble {yeR : 2Ry} a au plus un élément),
dont on déterminera le domaine de définition D.

4) Soit (x,y) € D x R tel que 2Ry. Calculer y en fonction de x.

Exercice 3.
0 dx

™
Montrer que m = g

FIN
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Exercice 1. Pour tout nombre réel t, on note f; la fonction de R dans R définie
3

par : fi(x) = % — 2z + 1.

1) Calculer la dérivée de f; en un point = € R.

2) Calculer les solutions réelles de I'équation f{(z) = 0.

3) Montrer que si l’équation f;(z) = 0 possede exactement deux solutions réelles
distinctes alors I'une de ces solutions est racine simple du polynome f; et 'autre
est racine double.

4) Montrer qu’il existe un unique nombre réel strictement positif ¢, pour lequel
I'équation fi,(z) = 0 possede exactement deux solutions réelles distinctes. Cal-
culer tg.

5) En utilisant la formule de Taylor, montrer que fi,(x) = 5(z — to)*(2 + 2t).

Dans les questions 6), 7) et 8) on suppose que t est un nombre réel satisfaisant
a: —tyg<t<ty.
6) Montrer que 'équation fi(z) = 0 possede une et une seule solution réelle.
7) On note z(t) la solution réelle de I'équation f;(x) = 0 et on admet que la
fonction t — x(t) de (—to,tp) dans R est deux fois dérivable dans (—t, to).

a) Calculer z(0).

b) Montrer que '(t)(z%(t) — t?) = 2tz(t) puis calculer 2/(0).

c¢) Calculer 2”(0) puis écrire le développement limité a I'ordre 2 au voisin-
nage de 0 de la fonction ¢t — z(?).

8) Soient u et v deux nombres réels satisfaisant u < v. On suppose que u et v
sont les deux racines de 1’équation z? — 3z + t® = 0.

a) Montrer que u + v = 3 et uv = t%.

b) On pose a := —us et b= —v5. Montrer que a + b est la solution réelle
de I’équation f;(x) = 0.

c¢) Calculer a + b.

Exercice 2. Déterminer I’ensemble des primitives de la fonction
2x

Exercice 3. Calculer 'intégrale

v3 dx
/1 (1 + x2)x2'

Fin



Solution de I’exercice 1
1) Pour tout = € R, fi(z) = 2 — 2.
2) Les solutions de I’équation f/(z) = 0 sont x :=t et x := —t.

3) L’équation f;(x) = 0 possede trois solutions complexes au plus dont deux
sont réelles. Elle possede donc une racine non réelle au plus. Or, si un nombre
complexe z est solution de I’équation a coefficients réels f. (z) = 0 alors Z l'est
aussi, donc cette équation ne possede pas de solution non réelle. Par suite, cette
équation possede une racine réelle simple et une racine réelle double.

4) Soit ¢ un nombre réel strictement positif. D’apres la question 3), pour que
I'équation fi(x) = 0 possede deux solutions réelles distinctes il faut et il suffit
que le systeme de deux équations a une inconnue ;

(5)  fillz) =0 et fi(z) =
possede exactement une solution réelle. Comme ce systeme équivaut a
fi(z) =0 et (z=touz=—t)
et que fi(—t) = %t?’ + 1 > 0, on en déduit que I'équation f;(x) = 0 possede
deux solutions réelles distinctes si et seulement si f;(t) = 0, c’est a dire si et
seulement si —§t3 +1 = 0. Cette derniere équation possede une solution unique
qui est

5) Puisque fy,(to) = 0, fi (to) = 0, fi.(to) = 2ty et f})(to) = 2, il résulte de la
formule de Taylor que

(x—t)?® 1

_ 2
fto(l') = 2t0 (-T 2t0) + 2 6 = g(ﬂf — to)g(l' + 2t0>

6) fi(x) tend vers —oo quand z tend vers —oo, fi(—t) = §t3 +1>0et f
est continue. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction f;
admet au moins un zero dans l'intervalle (—oo, —t). Comme f; est strictement
croissante dans cet intervalle, f; admet un seul zero dans I'intervalle (—oo, —t).
fe n’a pas d’autre zero car pour tout z € [—t,+00), on a fi(x) > fi(t) =
=23 4+1> —2t3+1=0donc fi(z) >0

3
7a) On a xT(()) +1 =0 donc z(0) = —33.

7b) On a @ —t?z(t) + 1 = 0 donc z%(t)a'(t) — 2tx(t) — t22'(t) = 0 donc
/(1) (22(t) — t2) = 2ta(2).

Dans le cas particulier £ = 0, on obtient 332/(0) = 0 donc 2/(0) = 0.
7c) De ’équation obtenue en 7c¢), on déduit
2 (t) (22(t) — 1) + 2/ (t) (22 (¢)2(t) — 2t) = 2x(t) + 2t2’(2).
Pour ¢ = 0, on obtient 332”(0) = —2.35 donc #”(0) = —2.375. Par Taylor,
2(t) = =35 — 3732 + 2e(t).



8a) On a (z — u)(x —v) = 2* — 3z +t° donc 2 — (u + v)x +wv = 2% — 3z + t°
donc u +v = 3 et uv = 5.

8b) On a fi(a+0b) = % + (ab—t*)(a+b) + 1. Comme ab = (uv)s = ¢2 et
a®+ 0 = —(u+v) = =3, on en déduit que f;(a+ b) = 0.

8c) Par hypothese [t| < ty = (%)% donc 9 — 4t5 > 0 donc les solutions de
I'équation 22 — 3x + t° = 0 sont

3— V9 —4ts ; 34+ V9 —4ts
== (§] v=—".
2 2

1 1
_ 3—/9—4t6 ’ 3+v/9-4t6 :
e () o))

Solution de ’exercice 2.

u

Par suite,

On pose t = 22, donc dt = 2xzdx. Par suite,
2zdx dt
f(z)dx = T 112" d(arctant).
Toute primitive F' de f est de la forme
F(z) = ¢+ arctan 22

ou ¢ est une constante réelle.

Solution de ’exercice 3.

1 (1+2?)—2> 1 1

(142222 (I+22)22 22 1+a2

donc une primive de la fonction m dans l'intervall (0, 4+00) est

1
F(xr) = —— — arctanz.
x

Par suite,

V3 dx
/1 e F(V3) - F(1)

1+ x2)x?

Or arctan1 = 7 et arctan V3 = 7 donc
/\/g dx AR
—_— =1 — - —.
1 (14 22)a? 3 12

Fin
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Exercice 1. On note f I'application de R" dans R définie par :
rlnx

FO) =0, f1) =1, fla)= T2

siz e R\ {0,1}.

1) La fonction f est-elle continue en 07

2) Montrer que f est continue en 1.

3) Montrer que f est dérivable en 1 et que f'(1) =
4) Calculer f'(z) pour z € R*\ {0,1}.

5) En utilisant le théoréeme des accroissements finis, montrer que f'(z) > 0 pour
tout z € Rt \ {0,1}.

6) Calculer le développement limité & 1'ordre 3 au voisinage de 1 de f.

1
3

Exercice 2. On rappelle que pour tout n € N*,

ik’ _ n(n+1)
2
k=1

1) Soit n € N*. Démontrer que la somme des n premiers entiers impairs est un
carré parfait.

2) Démontrer par récurrence que pour tout n € N*,
n 2 n
(k) -xw
k=1 k=1

Exercice 3. Soit n € N*. Déterminer I’ensemble des primitives de la fonction
frn définie dans ] 0, co [ par

fo(z) :=2"Inx.
Exercice 4. Soit le polynoéme P(z) = (1 + z)* + 22%(1 + z)? + 2.
1) Montrer que pour tout x € R,

P(z) >

AN

2) Factoriser le polynéme dans le corps des nombres complexes.

Fin



Solution de l’exercice 1.
1) La fonction f est continue en 0 car lir% f(z) =0.
2) Pour tout x > 0,ona: Inzx =In(l+(x—1)) = (r —1)+ (z — 1)e(x — 1). Par suite,
pour tout z € R\ {0,1}, on a :

fl@) = f(1) = (z = 1) + 2e(z = 1),
donc f est continue en 1.
(x—1)*

3) Pour tout z >0, ona: lnz=In(l+(z—-1))=(z—-1)— + (z — 1)?e(z - 1).

Par suite, pour tout x € R\ {0,1}, on a :

— f1 Inx —(z—1 1
f(xjr - {( -2 n(:ic—(lx)2 ) 2 sle—1),
donc f est dérivable en 1 et f'(1) = %

4) Pour tout z € R\ {0,1}, on a :
r—1—Inz

f/<$l]): (x_l)Q

5) Soit z € R\ {0, 1}. Si z < 1 alors d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe
c €]z, 1] tel que

Inz-In1 1
%:—>1 donc Inzx<z—1 donc f'(z)>0.
xr — &
Si x > 1 alors d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €]1, z[ tel que
Inz-Inl1 1
%:—<1 donc Inz<z—1 donc f'(z)>0.
xr — C

6) Pour tout z € R\ {0,1}, on a:

h’ll’:(l‘—l)—<x_21) +(£L’—31) _(117—41) +($—1)48(ZL‘—1)

Il en résulte que
(x—1) (z—-12 (x—-1)3

flx)y=1+ 5 T 6 1T 1 + (z —1)%(z - 1).

Solution de ’exercice 2.

1) Soit n € N*. Notons S,, la somme des n premiers entiers impairs. On a

n

Sh, ::i(Zk—l):2ikj—21:n(n+1)—n:n2.

k= = k=1

2) Notons A,, := (ZZ:1 k;)2 et B, :=> . k* Ona A; = B; et si A, = B, alors

Apir = ((n+1)+ >, k)2 =m+1)?*+2(n+1)>; k+A4,=(n+1)>*+B, = B,j1.
On en déduit que A,, = B,, pour tout n € N*.



Solution de ’exercice 3.
Soit n € N*, On a

n+1

2" In xdx = Inad (“EHH )

$'n,+1 zn+1 nzx
= T d(ln$)+d( n+11 )
_ z" "l ng
= _n_—l—lda: + d( ol )
_ 2t 2"l ing
- d< T (nt1)2 + n+1 )

En conclusion F,, est une primitive de f,, dans ]0, 0o[ si et seulement si il existe C' € R tel
que pour tout z > 0

gj”'H xn—i—l Inx

(n—|—1)2+ n+1

Fu(r) =—

Solution de I’exercice 4.
1) Pour tout x € R, on a

+C
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n(n+1)

Exercice 1. On rappelle que Z k= 5

k=1
1) Soit n € N*. Démontrer que la somme des n premiers entiers impairs est un
carré parfait.

pour tout n € N*,

2) Démontrer par récurrence que pour tout n € N*,
n 2 n
( > k) => K.
k=1 k=1
Exercice 2. Soient a et b deux paramétres réels. On consideére I’équations (E)
du troisiéme degré : z* + az +b = 0.
1) Montrer que I’équation (E) possede au moins une racine réelle.
Dans toute la suite de I'exercice, on suppose de plus que a > 0.
2) Montrer que I'équations (£) possede une et une seule racine réelle.
3) Montrer que la racine réelle de (E) est une racine simple.

4) Soient x et y deux nombres réels. Montrer que si y # 0 et x + iy est une
racine de (F) alors z est le seul nombre réel qui vérifie 82° + 2ax — b = 0 et

y=+vVa+3x? ou y=—Va-+ 322

Exercice 3. On note f 'application de Rt dans R définie par :
rlnx

FO=0. S =1 f@)= 2T,

siz € RT\{0,1}.

1) La fonction f est-elle continue en 07

2) Montrer que f est continue en 1.

3) Montrer que f est dérivable en 1 et que f'(1) = %

4) Calculer f'(z) pour z € R*\ {0,1}.

5) En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que f/(z) > 0 pour
tout x € RT\ {0, 1}.

6) Calculer le développement limité a I'ordre 3 au voisinage de 1 de f.

Fin



