L3 Mathématiques - Controle continu : Calcul différentiel - Equations différentielles

Durée : 2 heures - Documents interdits.

Exercice 1. On considere le probleme suivant

(1)

y(0) =0,y'(0) = 1,4"(0) =0

Justifier I'existence et I'unicité de la solution par le théoreme de Cauchy sur les équations
différentielles (cas linéaire).

{2 -y g =0 0

Y
Réponse : En posant Y = | y; |, le probleme de Cauchy est équivalent a
Yo
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On a alors une équation différentielle linéaire du premier ordre de la forme Y’ = A(t)Y +
B(t) ou A(t) = A pour tout t € Ret B(t) est égal au vecteur nul pour tout . On a donc A(-)
qui est une application continue de R a valeur dans I’ensemble des applications linéaires
bornées L(R3, R?) ~ M3,3(R). Le théoréeme de Cauchy sur les équations différentielles dans
le cas linéaire s’applique, et le probléme (2) admet donc une solution unique Y définie sur
R. En particulier, la premiere coordonnée y de Y est bien définie sur tout R et est I'unique
solution du probleme (1). O

Résoudre ce probleme.

Réponse : Le polynome caractéristique P(\) = det(A — AId) vérifie P(\) = —\3 — 2)\? +
A+2=—A+1)(A—1)(N+ 2). La matrice A admet trois valeurs propres réelles de
multiplicité 1, donc A est diagonalisable dans R. On pose \; = —1, Ay = 1 et A3 = —2. On
trouve respectivement trois vecteurs propres associés (qui seront finalement inutiles pour
la résolution du probleme initial) :

1 1 1
U=|-1], h=[1], U3=1]-2
1 1 4

Toutes les solutions de Y/ = AY sont de la forme
Y (t) = Cre™ Uy + Coe'Uy + Cse™, Oy, Oy, C3 dans R
donc toutes les solutions y de 3" (t) 4+ 2y"(t) — y/(t) — 2y(t) = 0 sont de la forme
y(t) = Cre " + Che! + Cye™* (3)

Remarque : Notez que quelles que soient les valeurs des premieres coordonnées de Uy, Us,
et Us, comme C, Cy, et C3 sont arbitraires, 'expression (3) reste la méme. Cela signifie
en particulier qu’il n’était pas nécessaire de calculer Uy, Uy et Us

L’unique solution qui vérifie y”(0) = y(0) = 0 et y'(0) = 1 est obtenue pour les valeurs de
C1, Cy et C5 telles que :

Ci+Cy+C3=0, —Ci1+Cy—-2035=1, Ci+Cy4+4C53=0
On trouve C3 =0, Cf = —% et Cy = 1/2. La solution du probléeme initial est donc

(1) = 5(e' ) = sh(t)
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Exercice 2. On considere le probleme de Cauchy non linéaire suivant

(1)

") = ty(t)e—tv®)?
(e

Montrer I'existence et I'unicité d’une solution maximale (I, yo).

Réponse : L’équation y/(t) = ty(t)e~ ") est de la forme o/ (t) = f(¢, y(t)) ot f : R2 - R
est définie par f(t,y) = tye=®)* qui est infiniment différentiable sur R? donc continue sur
R? et localement lipschitzienne dans la seconde variable puisque ses dérivées partielles sont
définies et continues sur R2. D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard, I’équation
admet une solution maximale unique (7, yo). O

Montrer que yq est paire

Réponse : Soit (1,yy) la solution maximale. On définit sur J = {—x; x € I} la fonction
2(t) = yo(—t). Comme I est une voisinage de 0, alors J est aussi un voisinage de 0. On a

(0) = 10(0) = 1. On aaussi (1) = (yo(—1))' = ~wh(~1) = — ((~E)yo(~H)e~ (W07 =
tz(t)e= =) Tci, dans la troisitme égalité, on a utilisé le fait que (I,y,) était solution de
(4) et que —t € I quand ¢ € J. On a donc obtenu que pour tout ¢t € J, 2/(t) = tz(t)e_(tz(t))g,
ce qui implique que z est aussi solution du probléeme (4). Comme z et y sont toutes les
deux solutions de (4) et toutes les deux définies sur un voisinage de 0, par unicité de
la solution du probleme de Cauchy, on obtient que (/,y) et (J,z) sont identiques. En

particulier I = J est un intervalle symétrique par rapport a 0, et pour tout ¢ € I, on a
—t €1 et yo(t) = 2(t) = yo(—t). Donc y est paire. O

En remarquant que la fonction nulle y; = 0 est solution de /() = ty(t)e~®®)* en déduire
que la solution yy du probleme de Cauchy (4) est positive et ne s’annule jamais.

Réponse : Supposons que la fonction yy s’annule en un point zy € I. Pour cette valeur
de z(, on obtient que le probleme de Cauchy

{ v =t 5)

admet une unique solution maximale. Comme 7 et la fonction nulle y; sont toutes les deux
solutions de ce probleme, et que y; est solution sur tout R, on en déduit par unicité de
la solution de (5) que yo = y; sur I NR = I. Ce qui est impossible car y,(0) = 1 alors
que y;(0) = 0. Dong, la fonction yo ne s’annule jamais sur I. Par ailleurs, comme yq est
dérivable, elle est continue, et donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, est toujours
du méme signe puisqu’elle ne s’annule jamais. Comme y(0) = 1 > 0, on en déduit que
yo(t) > 0 pour tout t € I. O

Montrer que y, est strictement croissante sur I N R, et que yo(¢) > 1 pour tout t € R.
Réponse : Comme y(t) > 0 pour tout t € I, alors, y)(t) = tyo(t)e”@®)* > 0 pour

tout t € I NR,, et donc gy, est strictement croissante sur I N R,. Comme de plus yq est
strictement croissante sur R, et que y,(0) = 1, on en déduit que yo(t) > 1 pour tout

t € Ry, puis par parité, que yo(t) > 1 pour tout t € R. d
Si T, :=supl < 400, que peut-on dire (par un résultat du cours) de
i
ot ey, Y0()

Qu’est-ce que cela impliquerait pour limy_, 7, <7, yo(t) 7 En déduire que I = R.

Réponse : Comme f vérifie les hypothese du théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard sur
le pavé R x R, le théoreme d’explosion des solutions, dans le cas ou dim(E) < 4oo (ici
E =R), donne comme possibilités



> sup I < +o0, et limy_,7, |yo(t)| = +o0

> sup [ = +o00.

> Le domaine R x R n’a pas de bord dans la seconde variable y, donc pas de possibilité
d’atteindre le bord du domaine dans la variable y.

Ainsi, si Ty = sup / < 400 alors lim¢ 7, o7, |yo(t)| = +00 et donc

lim  yo(t) = +o0

t—Ty, t<T

puisque ¥, est positive.

Comme () = tyo(t)e~®®)* alors on aurait limy 7, t<r, Yo(t) = 0, ce qui est impossible
car on ne peut avoir une asymptote verticale pour y(-) en T et sa dérivée qui tend vers 0
en T'y. On en déduit qu’il n’est pas possible d’avoir T, < co. Donc, T’y = +o0. Comme
est une fonction paire, cela implique que I = R. 0

Ecrire ’équation intégrale associée au probleme de Cauchy.

Soit, (t,)nen une suite qui tend vers +00. Montrer que
lim |y(tn) - y(tm)| =0.
n,Mm—00

En déduire que y admet une asymptote horizontale en +o00 et en —oo.

Réponse : L’équation intégrale associée au probleme de Cauchy (4) est

t
yo(t) = Zlo(O) +/ tyo(t)ef(tyo(t))th
0
Comme yy(t) > 1 pour tout ¢t € R, il existe Ty > 1 tel que pour tout t > T,

tyo(t)ef(tyo(t))2 = tyo(t)e*%(tyo(t))Q o~ 5 (tyo (1))

~
<1 pour ¢>Tp
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Donc, pour tout Ty < t, < t,,, on a

tm o
Yo(tn) — yo(tm)| = / tyo(t)e_(tyo(t))2dt‘ < / ‘tyo(t)e—(tyo(t))Q &t
tn t

tm
S/ e 2(wo0)” gy (d’apres (6))
tn

tm
< / e3dt (puisque yo(t) > 1)
tn

On en déduit que limy, ¢, oo [Yo(tn) — yo(tm)| = 0, puisque l'intégrale f0+°° e 2 dt est
convergente. Cela implique que la suite (y(t,)),cy est de Cauchy, et donc convergente
puisque R est complet. Par le critére séquentiel, on en déduit que lim;_,, y(t) existe et est
finie. Ceci implique que que y admet une asymptote horizontale en 4+o00. Par parité, elle
admet la méme asymptote horizontale en —oo. 0

On pouvait obtenir le méme résultat en utilisant que y est croissante, donc sa limite quand
t — 400 existe dans R U {400}, et I’équation intégrale, avec des arguments similaires a
ceux qui précedent montre que y est majorée, donc la limite existe et est finie.



