L1 MASS - M11 (2007-08)

’ Correction de ’examen de M11 de 2006-07

Probleme 1.
1) Le domaine de définition de la fonction In est |0,+o0o[. La fonction valeur absolue |.| est définie
sur tout R et est & valeurs dans [0, +oo[; donc, par composition, on en déduit que la fonction In |x| est
définie en tout point x tel que |x| > 0, c’est & dire sur R\ {0}. Ceci permet de conclure que la fonction
g(xz) = x — 1 — In|x| est définie sur R \ {0}. (on verra avec la question 2) que cette fonction n’est pas
prolongeable par continuité en 0).

Le domaine de continuité de g est R\ {0}, et le domaine de dérivabilité est R\ {0}.

La fonction g n’est ni paire ni impaire. Pour le montrer, il suffit de constater par exemple que g(1) =0
et g(—1) = 2.

On calcule la dérivée de g en tout point = # 0.

-Siz <0,0onag(z)=z—1-In(—z), donc ¢'(x) =1 - 1.
-siz>0,0nag(z)=x—1-In(z), donc ¢g'(x) =1— 2.
Donc, pour tout x # 0 on obtient
1
(2)=1-~.
g(x) .

2).
Quand z tends vers 0, |z| tend vers 07, et donc

lim g(z) = lim z — 1 —1In(z) = 400 .

rz—0 r—0T

(en particulier, on en déduit que g n’est pas prolongeable par continuité en 0).
On a aussi, en utilisant les rappels sur les limites donnés dans 1’énoncé :

1
lim g(z)= lim z—1—In(z)= lim =z <1 —— -zt 1n(x)) =400,

T — 400 r—+00 T—+00 T
et
lim g(z)= lim z—1-1In(—2)=—-0c0.
r— —00 r— —00

3) ¢'(z) > 0 si et seulement si 1 — 1 > 0, si et seulement si @ €] — 00, 0[U]1, +0o[. On obtient donc le
tableau de variation suivant:

T | —oo L +00
g () + - +
400 |40 +00
g9(z) /! N /
—00

4) La fonction ¢ est continue sur lintervalle [—0.3, —0.2], g(—=0.3) < 0 et g(—0.2) > 0, donc, d’apres
le théoréme des valeurs intermédiaires (voir énoncé dans le cours), il existe a €] — 0.3, —0.2[, tel que
gla) =0.

La fonction g étant strictement croissante sur I'intervalle | — 0.3, —0.2[ (en plus d’étre continue), on en

déduit que la valeur a est unique, car la fonction g est bijective de | — 0.3, —0.2[ vers |g(—0.3), g(—0.2)
5) D’apres les questions 3) et 4), on en déduit que g(x) est strictement positive quand x €]a, 1{U]1, 400
et g est strictement négative quand = €] — oo, a[. La fonction g s’annule aux points a et 1.
6) En utilisant les propriétes générales sur les domaines de définition de la somme, du produit, du quotient
et de la composition de fonctions, on obtient aisément que la fonction f est définie sur R\ {0, 1}. [ On
verra avec les questions 7) et 8) que f qui n’est a priori pas définie pour z = 0 et = 1, peut se prolonger
par continuité en z =0 et en z = 1. ]

la fonction f est continue et dérivable aussi sur R\ {0, 1}.

En notant (voir calcul de la dérivée de g & la question 1) ) que la dérivée de In || sur R\ {0} est 1,
on en déduit pour x € R\ {0, 1},

[
[

i

, _(x—l)(ln\x|+x%)—xln\:ﬁ|_m—ln\a:|—1_ g(x)
fe)= -1 BENCES

Ceci permet d’établir que f’ est du méme signe que g.




D’apres ce qui précede, on obtient

T | —00 ( L +o00
() — + + +
+00 +00
f(x) N /! /! /!
el <

7) Puisque lim,_,o+ Inz = 0, on obtient

li =0.
pm  f(z)
8) La fonction In(1 + u) est définie, deux fois dérivable et de deuxiéme dérivée continue au voisinage de
0. On peut donc écrire la formule de Taylor en w = 0 & Pordre 2 pour In(1 + w).

Ona (In(l +w)) = H%u et (In(l+w))” = —ﬁ. Ceci implique le d.I. en u = 0 suivant:

U u? 9 u? 9
In(l+w)=1In(1) +1 x F—F(—l) X op Tu €(u) =u——+u e(u) .

On va maintenant écrire le développement limité en x = 1 de f. Comme on écrit un d.l. en x =1, on
peut remplacer |z| par z, car on est au voisinage de 1, donc, = reste positif. Ensuite, on remplace dans
In(z) 'expression x par 1+ (xz — 1). Ainsi, au voisinage de z =1 on a  — 1 qui est au voisinage de 0, et

xln(l1+ (z - 1))
f@)=———"7—"
r—1

x ((x— 1) — @D (- 1)2e(n — 1))
@-1)

(1050 vt )

ou on a utilisé, dans la deuxieme égalité, le d.1. de In(1 4 u) en u = 0, et dans la derniere égalité, on a
simplifié par (x — 1). On a ainsi obtenu un d.l. de f a l'ordre 1 en z = 1.
On a alors

lim f(z)= lim x<1_(x;1)

rz—1,x#1 r—1,x#1

+ (2 — De(w — 1)) =1

9) Les résultats obtenus aux questions 7) et 8) montrent que I’on peut prolonger par continuité la fonc-
tion f en z = 0 en posant f(0) = lim,_,¢ y20 f(2) =0, et en . = 1 en posant f(1) = lim,_1 z21 f(z) = 1.
La fonction ainsi définie est notée h. On en déduit alors que le domaine de définition de h est R, et que
h est aussi continue sur R.

Nous allons maintenant étudier la dérivabilité de h. Puisque f est dérivable sur R\ {0, 1}, on obtient
immédiatement que h est dérivable en tout point z € R\ {0,1}. Etudions la dérivabilité en x = 0 et
2z =1 de la foncion h.

Etude de la dérivabilité en = 0:

h(z) — h(0) el -0 e

lim 2 i 2L i -
x—0 rxr—0 x—0 x—0 z—0x — 1

)

Donc h n’est pas dérivable en z = 0 (h n’admet pas non plus une dérivée & gauche en 0 et une dérivée a
droite en 0).

Etude de la dérivabilité en z = 1:

On utilise le d.1. en x =1 de f obtenu précédemment.

(z=1)
. h(z)—h(1) . x(l— 3 +(x—1>e(x—1))—1
I i1
r—1-2% N 4 gz — ez —1) 1 1
— 1; 2 — 1 _ hl _ ——
_i’linl — _}:LH11<1 x><2—|—xe(x 1)) 5

Donc h est dérivable en z =1 et A/(1) = 1.
Exercice II. 1) Pour tout n € N*,

Up +a+1 _un—1+a+1 _ Up —Up—1  Up—1

Up = Up41 — Up =
a a a a



On en déduit que la suite (vy,), est constante lorsque a = 1.
2) D’apres ce qui précede, pour tout n € N*, on a

Un

Up—1 Q'

donc (vy,), est une suite géométrique de raison r = 1/a.
3) Puisque (vy,), est une suite géométrique de raison r = 1/a, on en déduit
1 1, 1

tn = 1= (5)na =+ = ()"0
(vrai aussi pour @ = 1). Comme vy = uy — up = 22+ — 1 = 2 on obtient
1
v = 2(=)"Th
=2

On sait (et on peut le redémontrer par récurrence sur n) que la somme des n premiers termes de la
suite géométrique (v, ), de raison r = 1/a est donnée par:

n—1

Su= 3w =0t
n — Vi = Vo 5
P 1—7r

ce qui implique
_21—-(1/a)" _ a"—1
" al-(1/a) Tav(a—1)"
ol pour obtenir la derniere égalité, on a multiplié le dénominateur et le numérateur par a”.

4)

- Sia €]0,1[: on a lim,_,o a™ =0 et lim,,_.oc a~™ = 400, donc
lim S, = lim 2— 21 im0 — 4
im S, = lim = im a™ " = +o0 .
n— oo n— oo a"(a — 1) a—1n—oo

-Sia>1:0nalim, ., a" =+o0 et lim,_,,,a™"™ =0, donc

n P
lim S, = lim 2— % — .
n—oo n—o00 a”(a — 1) a—1

-Sia=1:o0n avuque (v,), est une suite constante, donc pour tout n € N,

lim S, =p— 400 NUg = +00 .

n=-+oo

5) On a
n—1 n—1

Sp = ZU” = Z(uk+1—uk) = (u1—ug)+(ug—uq)+(ug—u2)+- - -+ (Up—1—tn—2)+(Unp—Un—1) = up—ug,
k=0 k=0

donc S, +ug = S, + 1 = u,. On en déduit, a I'aide de la question précédente:

si a €]0,1], lim,u, = +oc0 ,
sia>1, lim, u, = =25 +1

_ a+1
~ a—-1"

Exercice III. 1) On a

o o5 () =< -)

2) Le d.l. en u =0 & lordre 2 de (1 +u)® (a# 1) est: (1 +uw)* =14 au+ ala — 1)“72 + u?e(u), donc
(1—u)"2 =1+ su+ 3u? + ule(u).

Quand z tend vers plus ou moins Uinfini, u = % tend vers 0 et on a le d.l. en suivant (valable en +o0
et —o0)

o= (1= ma (14 2 ) e D 2L Ll

2z x ' x 2 8x =z 'z

On en déduit que f(z) admet en +00 une asymptote oblique d’équation x + %, et que f est au dessous
de 'asymptote en —oo et au dessus en +oo, car

1 31 1 /1
f(x)—(x+§) —gg"'ge(;) ;
et 214 1e(1) est du signe 21 (et donc de z), en Dinfini.



