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PARTIE EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 1. Soit E un R-espace vectoriel, et soit I’équation différentielle

y'(t) = f(ty(t)),

ou f est une application définie sur un ouvert U de R x E, a valeurs dans F. Soit
Yo : I — E une solution de I'équation différentielle, c’est a dire yq dérivable sur I et
pour tout t € I, (t,yo(t)) € U et yy(t) = f(t,y0(t)). Montrer que si f est de classe
CkR x E; E), alors, 3, est de classe C*1(R; E).

Exercice 2. Equations de Bernoulli
(1) Soient a et b deux fonctions dans C*(R ;R ), et soit 7 €]1, +o0o[. Soit 'application
f définie sur R? par

" RxR — R
fz,y): (z,y) +— a(z)y+bx)y

Pour (g, y0) dans R? donné, on considére le probleme de Cauchy suivant:

(E1) { y/(a:) = a(:z:)y(q:) + b(x)y(x)r

y(zo) = Yo

(a) Montrer que f est localement lipschitzienne dans la deuxiéme variable.

(b) Pour 3, > 0, montrer que I'on peut effectuer le changement de variable z = y*=",
et que ce changement de variable permet de ramener la résolution de (E;) a la
résolution d’une équation différentielle linéaire que I'on explicitera.

(2) Donner toutes les solutions de 1’équation linéaire

2 () = cos(z)z(x) + 5@,

A Taide de la question (1), en déduire la solution maximale pour le probleme de
Cauchy non linéaire suivant:

{ y'(x) = —cos(z)y(z) — ey (x)
y(0) = 3

Exercice 3. Soit le probleme de Cauchy

/(.CIZ') — e—:vy(z)
(E) { J(0) — 0

(1) Montrer I'existence et I'unicité d’une solution maximale de (E).

(2) Montrer que toute solution (y, I) de (E) est impaire et strictement croissante.
(3) Ecrire I'équation intégrale associée & (E) et montrer que la solution maximale
est définie sur tout R.



