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TD 3 - Variables aléatoires - Théoréme de transfert

Le cours

e Applications mesurables. Soient (9, F) et (€, §) deux espaces mesurables. Une ap-
plication f de (Q, §) dans (€', §') est mesurable si f~1(§) :={f"Y(B), B€F}C3F.
Dans le cas particulier ot (€, §') = (R, B(R?)), B(RY) étant la tribu de Borel (i.e. la
tribu engendrée par les ouverts de ]Rd), on dit que f est borélienne.
Remarques : Dans la suite, on se restreindra toujours aux deux cas particuliers suivants :
— ) est fini ou dénombrable et F' = P (), ensemble des parties de .
— Q' =R? et § = B(R?) est la tribu de Borel sur R,

e Variables aléatoires. Toute application mesurable définie sur un espace de probabilité
(Q, §, P) est appelée variable aléatoire. Une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans
R est appelée variable aléatoire réelle. Une variable aléatoire & valeurs dans R? est appelée
vecteur aléatoire.

Les variables aléatoires sont usuellement notées X, Y, Z, T, U.

e Probabilité image. Soit X une variable aléatoire de (2, §, P) dans (£, §’). On appelle

probabilité image de X, la probabilité notée Py, définie sur (', §) par

Px(B):=P(X YB)=P(XeB),Bey.

Px est aussi appelée loi de X.

Remarque importante : On verra que dans la plupart des problemes rencontrés, acadé-
miques ou pas, il est inutile de connaitre la probabilité P, et la connaissance de la loi Px
de X suffit. C’est d’ailleurs une des raisons essentielles d’introduire la notion de variable
aléatoire.

e Fonction de répartition. Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, §, P). On appelle
fonction de répartition de X Papplication Fx de R dans [0, 1] définie par

Fx(s):=P(X <s)=Px(] — o0, s]).

La fonction de répartition est une application croissante et continue a droite en tout
point. De plus, deux variables aléatoires ont méme loi si et seulement si elles ont méme
fonction de répartition. On verra qu’une fonction de répartition n’est pas nécessairement
continue. Par exemple, s’il existe g tel que Px({zo}) # 0 alors Fx n’est pas continue en
xo (c.f. exercice 1). Par contre, si X est une variable aléatoire & densité, on verra que Fx
est continue sur R.

La partie de cours ci-dessous n’est pas exigible pour l'examen et le concours. Cependant,
elle conditionne les définitions d’espérance et variance que nous reverrons dans l’étude des
variables aléatoires réelles discrétes et des variables aléatoires a densité.

e Théoréme de transfert. Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, §, P), et soit f une
fonction borélienne, alors

/ (X(w) dP(w) = / f(2)dPy (z) .
Q R

Ce théoreme permet de ramener l'intégration par rapport a la mesure abstraite P a une
intégration par rapport a la mesure réelle Px.

L’énoncé de ce théoreme est important pour comprendre, par exemple, en quoi la
définition d’espérance est la méme dans le cas de probabilités discretes et de probabi-
lités a densité. Ce théoreme n’est pas exigible. Nous 1'utiliserons dans le cas particulier de
variables aléatoires discrétes et variables aléatoires a densité. Pour les variables aléatoires
discretes, respectivement a densité, I'intégrale dans le membre de droite sera une somme
ou une série, respectivement une intégrale “usuelle” (intégrale de Lebesgue ou de Riemann
généralisée).

A T'aide du théoreme de transfert, on définit les quantités suivantes :



L’espérance d’une variable aléatoire X est

E(X) /X )dP(w

Plus généralement, on définit, si f(X) est intégrable,

- / F(X(w)) dP(w).
Q

Dans les deux cas (v.a.r. discréte ou v.a.r. a densité), le calcul se fait a4 I’aide du théoréme
de transfert.
On notera comme cas particulier de 1’égalité précédente

E(4(X)) = Px(4),
ou 114 est la fonction caractéristique de ’ensemble A, c’est a dire N 4(w) vaut 1 siw € A

et vaut 0 sinon.
La linéarité de l'intégrale implique la linéarité de ’espérance :

E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y).
La wariance d’'une variable aléatoire X est
Var(X) = E((X — E(X))?).
e Indépendance de variables aléatoires. Soient X;, Xo, ..., X,, n variables aléatoires

réelles sur un espace probabilisé (2, §, P). On dit que X1, X2, ..., X, sont indépendantes
si, quels que soient By, Bs, ... B, éléments de B(R), on a

P(X1€B1,X2€BQ,-" ,XnGBn):P(X1€Bl)P(X2€BQ) P(XnGBn)

Si X1, Xo, ..., X, indépendantes, alors g1 (X1), g2(X2), ... gn(X,,) sont aussi indépendantes,
pour toutes fonctions boréliennes g1, g2, ..., gn.

(c.f. paragraphe sur les vecteurs aléatoires pour une caractérisation de I'indépendance
a l'aide de 'espérance).

Les exercices

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F'x. Montrer que Fx
est continue & droite en tout point. Montrer que lim,, o Fx(x) = 0 et lim,_, 1o Fx(z) = 1.

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, §, P) telle que Px({0}) =
Px({1}) = 1/2. Montrer que la fonction de répartition F'x de X n’est pas continue & gauche en
tout point.

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire réelle telle que X et 2X admettent la méme fonction
de répartition. Montrer que X = 0 presque siirement.

Exercice 3. Démontrer la formule de Koenig : Var(X) = E(X?) — (E(X))2.

Exercice 4. Soit a > 0 et b € R. Déterminer la fonction de répartition de ¥ = aX + b en
fonction de celle de X.

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire réelle sur (€, §, P) et Fx sa fonction de répartition.
On suppose F'x continue et strictement croissante. Montrer que

0, sis<0
Freox(s)=4¢ s, si0<s<1
1, sil<s

Exercice 6 (Quantiles). Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, §, P). On appelle quantile
d’ordre o de X l’ensemble
In:={zeR| lim F(x —¢) <a < F(x)}.

e—0t
Montrer que I, est un intervalle. Montrer que pour tout o €]0, 1[, I, est non vide. Montrer
que I, est réduit & un point si F' est strictement croissante (les quantiles d’ordre @ = 1/4 ou
1/2 ou 3/4 sont appelés quartiles).



